Optimisation Numérique — TD 4 ENSIMAG-2A

Exercice 1. On considére le probléme de minimisation suivant

{ min f (z,y) == 2% + 2 (1)

g(x,y) =22 +y*-9<0.

(1) Déterminer les points vérifiants les conditions nécessaire de minimalité du premier

ordre.
(2) En déduire les solutions du probléme.

Exercice 2. On considére la fonction f(z,y) = %(ZE2 +vy2), avec v > 0.

(1) En appliquant une descente de gradient avec recherche linéaire exacte partant de

(xo,y0) = (7, 1), trouver I'expression des itérations (xg, yx)-

Exercice 3. Dans le processus de minimisation d’une fonction f € C?(R"), la direction
de Newton & partir d’un point xj ott Vf (zx) # 0 et V2f (z)) est définie positive est
obtenue:

(1) soit en minimisant d — (V f (z),d) + 5 (V2 f (z4) d,d) sur R"
(2) soit en minimisant d — (V f (xx),d) sous la contrainte (V2f (zj)d,d) < 1.

Montrer que les directions obtenues comme solutions de ces deux problémes de minimi-

sation sont les mémes & une constante positive multiplicative prés.

Exercice 4. Soit ¢ : R — R une fonction convexe strictement croissante, et f : R — R

une fonction convexe. On définit g(z) = ¢(f(z)) et on suppose que f et g sont de classe

C?.
(1) Justifier pourquoi g est convexe.

(2) Comparer la méthode du gradient et celle de Newton, appliquées a f et g. Quel est
le lien entre les directions de recherche ? Que dire quand un recherche linéaire exacte

est utilisée ?

On peut utiliser le lemme d’inversion : Si A € R™*™ est inversible et B € R"*P, C €
RP*™ alors

(A+BC) ' =A'—A'B(I+CA'B) ' cA™L. (2)
Exercice 5. Soit I'ensemble C' = {(a:,y) ER?:z+y<l,z>0,y> 0}.
(1) Dessiner C.

(2) Ecrire les conditions d’optimalité de KKT de la minimisation de la fonction f(z,y) =

exp(x — y)— x — y sur C. Sont-elles nécessaires et /ou suffisantes?
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(3) Trouver le minimum global de cette fonction sur C.

Exercice 6. Soient aq,...,a, des réels non-nuls. On considére ’ellipsoide
£ = {x: (21, wn) ERM: Y2 < 1}.
i=1 ¢
Soit x & & et y = Pg(x). Montrer que
2
;T .
yl:a?Z—I—)\’VZ:L > 1,
n ala?

avec A > 0 est 'unique solution (en \) de I'équation f(\) = 0 avec f(A) = >
1.

Exercice 7. On rappelle qu’'une fonction f : R” — RU{co} est dite yu—fortement convexe,
avec 1 > 0 si la fonction perturbée x — f(z) — &||z||* est convexe.

Montrer que si f est u—fortement convexe, alors pour tout x € R" et v € 9f(x)
7
f(y) > f(ﬂj) + <U7y - :C> + §Hy - 33H2a Vy € R".

Exercice 8. Soit f : A € 8" — f(A) = Amax(A). Soit A € 8™ et v le vecteur propre

normalisé associé & Apax(A). Montrer que
w! € af(A).
Exercice 9. Soit f une fonction affine. On considére
g(x) = f(z)+a"z +b.
Exprimer ¢g* en fonction de f*, a et b.

Exercice 10. Soit f € I'g(R™). Montrer que Proxs(z) + Proxs«(z) = & pour tout z € R™.

Exercice 11. Soit f(z,z) une fonction convexe en les deux variables. On définit g(x) =

inf, f(z, 2).
e Exprimer ¢g* en terme de f*

e Calculer g* avec
g(x) =inf{h(z): Az+b=2x}

ol h est convexe.



