Optimisation numérique — TD 2 ENSIMAG-2A

Exercice 1. Montrer que les fonctions suivantes sont convexes :

(1) fi(xz) = (a,z) + b, pour x € R avec a € R" et b € R.
(2) fo(z) = [lzf], z € R™

(3) f3(x) = P, pour z € RT avec p > 1.

(4) fi(x) = zln(z), pour x > 0.

(5) fs(x) =e*, zeRet acR.

(6) fo(z) = max;—1, . ,x; avec z € R™.

(7) fr(z,y) = %2 avec (z,y) € R x RY.

Exercice 2. Soit f : R"™ — R une fonction convexe bornée supérieurement. Montrer que

f est constante.

Exercice 3. Soient z1,...,x, >0 et A € A, (le simplexe unité). Montrer que

En déduire que

Exercice 4. Soient a,b > 0 et p,q > 1 avec % + % = 1. Montrer que

alP b
ab < — + —.
b q

Exercice 5. On rappelle qu’une application F': R™ — R est monotone si
(F(z) = F(y),z—y) >0, Vr,y eR"

Soit f : R” — R une fonction convexe différentiable. Montrer que V f est monotone.

Peut-on dire que toute application monotone est le gradient d’une fonction convexe ?

Exercice 6. On appelle fonction support (ou d’appui) d’un ensemble S C R™ la fonction

os(z) =supzly pour zeR™
yes

(1) Montrer que og est convexe.

(2) Calculer og pour les ensembles suivants :



Optimisation numérique — TD 2 ENSIMAG-2A

(a) S=A{ai,...,ar} avec ay,...,a; € R™.
(b) S =R7.
(¢) S=DB(0,1)={xeR": ||z|2 < 1}.

Exercice 7. Soit f : R™ — R. On définit la conjuguée (de Fenchel) de f par

(@)= sup (y"z— f(y)).

yeR?

Montrer que f* est convexe. Calculer f* pour :

(1) f = é¢, avec C un ensemble non vide de R™ (fonction indicatrice valant 0 sur C,

+oo ailleurs).
(2) frxeRm— €.
(3) f:xGRH%|:U|pavecp>1.

Exercice 8. Montrer qu'une fonction continue f : R®™ — R est convexe si et seulement si

pour tout z,y € R™ :

1
| sttty = opar < 0, )



