Espaces vectoriels

ENSIMAG Alternance 1°'¢ année

Hamza Ennaji

Derniere modification: December 19, 2024

Contents

Corps

Espaces véctoriels
21 Propriétés . . . ... ... e
2.2 Sous-espacesvectoriels . . . . ... ... Lo L oL
2.3 Intersection de sous-espaces vectoriels . . . .. ... ... ... ..
2.4 Combinaisons linéaires et sous-espaces vectoriels engendrés . . .

2.5
2.6
2.7

Famille libre, familleliée . . . .. ... ... ... ... .......
Bases etdimension . . . . . . . . .. ...

Somme de sous-espaces vectoriels. . . ... ... ... ...

Matrices et systémes linéaires

3.1

3.2

3.3
34

Calcul matriciel . . ... .. ... .. ... .. ... .. ...
3.1.1 Vecteurslignesetcolonnes . ... ..............
3.1.2 Opérations sur les matrices . . ... ... ... .......
3.1.3 Inversedunematrice . ....................
Opérations élémentaires sur les matrices . . . . . . ... ... ...
321 Transvectiondelignes . ... ... ... ... ........
3.22 Dilatationdelignes . . . ... .................
Echangedelignes . . . . ... .. ... ...
Matrices et systemes triangulaires . . . .. ... ... ... ....
3.4.1 Profondeur et pivotd'unvecteur . . . ... ... ... ...
3.4.2 Matrice, matrice élargie d’'unsysteme . .. ... ... ...
3.43 Matriceséchelonnées . . . ... ... ..... ... ...,
3.44 Résolution d'un systéme échelonné . ... ... ... ...

1

O N3 O U = W N



3.4.5 MeéthodedupivotdeGaufs . ... .............. 30

% Corps
Nous avons besoins de rappeler la notion de corps pour préciser 1’ensemble ott
vivent les scalaires.

Définition 1. Un corps K est un ensemble muni de deux opérations + et -
dites addition et multiplication de scalaires tel que pour tout o, 5,y € K:

at+f=Ff+aeta-f=F -«

(@+p)+y=a+B+yet(@-p)-y=a-(B-y).

e g+a=aetlg -a=a.

Il existe un élément —a € K tel que @ + (—a) = Og. Pour a # Ok, il existe
un élément ™! € K tel que - a7 1 = 1.

a-B+y)=a-B+a-y.

Example. ® L'ensemble des nombre réels R est un corps pour 1’addition et
multiplication usuelles.

¢ Lensemble des nombres complexes C = {a +if : a,p € R} est un corps
pour les lois + et - usuelles. On rappelle que pour z = a +if et zo = y+i0:

zi+ze=(a+y)+i(f+0)etziza = (af — y0) +i(ad + By).

* Lensemble des nombres rationnels Q = {7 : (m,n) € Z X Z*} est un
corps pour l'addition et multiplication usuelles.

e LensembleZ; = {0, 1} muni del’addition et multiplication définies comme
suit:

0+0=1+1%0 041=1+0%1,0.0=0-1%0and1-1% 1.

Remarque. S'il y’a pas d’ambiguité, on notera simplement 0 et 1 au lieu de

Ok et 1k.

Convention Le long du cours le corps K désigne soit R soit C.



Espaces véctoriels

% Espaces véctoriels

Définition 2. Un espace vectoriel (E, +, -) sur K (ou K-ev) est un espace muni
de deux opérations:

i) Addition de vecteur: Vx, y € E il existe un élément x + y € E.

ii) Multiplication par scalaires: pour tout A € Ket x € E, il existe un élément
A-x €E.

Ces opération vérifient les hypothéses suivantes:

Al. x+y=y+xVx,y €E.
A2 (x+y)+z=x+(Wy+z)Vx,y,z€E.

A3. il existe un élément Oga € E dit élément neutre pour l’addition, tel que
x + 0g = x pour tout x € E.

A4. Pour tout x € Eil existe y € E tel que x + v = Og.

Ab5. 1g - x = x pour tout x € E.

A6. a-(B-x)=(a-p) -xpourtouta,peKetxecE.

A7 a-(x+y)=a-x+a-ypourtouta € Ketx,y € E.

A8. (a+B)-x=a-x+p-xpourtouta,p € Ketx €E.

Remarque. Les hypotheses (A1-A2-A3-A4) expriment le fait que (E, +) est
un group commutatif (ou abélien). Autrement dit, (E, +, ) est un espace

vectoriel sit (E, +) est un group abélien et que les hypothéses (A5-A6-A7-A8)
sont vérifiées.

Example. ® Exemple trivial: E = {0}.
e E=K"={(xy,---,xpn): x;€KVi=1,...,n}.

¢ E =K[X]]’ensemble des polynémes a coefficients dans K. Un élément P

de E s’écrit de la forme :

P(X) = Z a:Xt,

1=0




2.1 Propriétés

oules a; € Ketn € N. Lentier n s’appelle le degré de P et on écrit
n = deg(P). Pour un A € K, on définit AP par

(A-P)X) & 1. p(x) = DAaxt,
=0

Soit maintenant Q(X) = >\ b; X i un autre polynome a coefficients dans
K. Sans perte de généralité, on peut supposer que Q est de méme degré
que P. On définit alors P + Q par

(P+Q)(X) = P(X) +Q(X) = Y (a; +b)X'.
i=1

e Soient Ey, ..., E, n espaces vectoriels sur K. Alors

E® " Ei=E x--E,

est un K-espace vectoriel.

e Soit Mj2(R) 'ensemble des matrices de taille 2 X 2 a coefficients réels.
Soient A € Ret M, N € Mj2(R) avec Plus généralement, M, ,(R) est un
espace vectoriel.

2.1 Propriétés

Proposition 1. Soit Eun K-e.vetx,y,z € E. Ona
i) Six+z=y+zalorsx =y.

ii) Siz+x=z+yalorsx =y.

iii) Og est unique: s’il existe 0" € E tel que x + Og = x et x + 0" = x alors
Og = 0.
Preuve. i) D’apres Définition-2-(A4), il existe z’ € E tel que: z+ 2z’ = 0. On

a donc

x=x+0g =x+(z+2") = (x+2)+2' = (y+2)+2z' = y+(z+2") = y+0g = v.

ii) Siz+x = z + y alors par commutativité (Définition-2-(Al)) x +z =y + z
et on conllut d’apres i) que x = y.




2.2 Sous-espaces vectoriels

(a) (b)

Figure 1: La Figure-1a montre un sous ensemble F du plan qui n’est stable ni pas addition de vecteurs ni
par multiplications par scalaires. Tandis que Figure-?? montre une partie du plan, dite droite vectorielle,
qui est pas addition de vecteurs et par multiplications par des scalaires.

iii) Ona x = x + 0g = x + 0" donc Og = 0’ toujours d’apres i).

O

Corollaire. Soit x € E alors 1’élément y € E dans Définition-2 vérifiant (A4)
est unique, i.e., siy,y’ € E vérifient x +y = x + y’ = Og alors y = y’. On note

Y =-x.

Example. ¢ Dans E = R",0r = (0,...,0).

0 0
* DansE = M32(R), on a 0zx2 = (0 0).

e Dans E = R[X] alors Og[x| = 0 est le polynome nul.

2.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 3. Soit E un K-ev. Un ensemble F C E est un sous-espace vectoriel
de E s’il est lui méme un espace vectoriel sur K par rapport a l'addition
de vecteurs et multiplications de scalaires définies sur E. Autrement dit, si
(F, +g, -g) vérifie (A1-A8).

Example. Examples de sous-espaces vectoriels

F ={0g} C E, ou E est un K-ev.

e F= {('xll'“ /xi’l—llo)/xi S R} C R",




2.3 Intersection de sous-espaces vectoriels

o F=K,[X] % {peK[X]: deg(p) < n} c K[X].

Le résultat suivant fourni "un test” pour vérifier si un ensemble est oui ou non un sous-
espace vectoriel d'un e.v donné.

Proposition 2 (Tests de sous-ev). Soit E un K-ev et F C E. Alors F est un
sous-espace vectoriel de E si et seulement si

e Og eF.
e Six,y€Falorsx+y¢€F.

e SixeFetA eKalorsAx € F.

Cela est équivalent a dire
Ax+ye€F

pour tout A € Ketx,y € F.

Exercise

Vérifier si les ensembles suivant sont des sous-espaces vectoriels de R3.
o F={(x,y,2)€R®: x+y+z=1}.

e F={(x,y,2)€R®: x+y+z >0}

e F={(x,y,z)€R®: x+y+z=01}

e F={(x,y,z)eR®: x?+2y? =0}.

2.3 Intersection de sous-espaces vectoriels

Définition 4. Soit E un K-ev et (F;);c; une famille de sous-espaces vectoriels

def . .
de E. Alors F = N;¢rF; est aussi un sous-espace vectoriel.

Preuve. On utilise la Proposition-2. Dans un premier temps, comme les F;
sont des sous-espaces vectoriels de E on sait que Og € F. Maintenant pour
x,y € FetA €K alorsx,y € F; pour tout i € I. Cela donne que Ax +y € F;
pour tout i € I. On en déduit que Ax + y € NF;. D’ou1 le résultat. O




2.4 Combinaisons linéaires et sous-espaces vectoriels engendrés

Figure 2: Illustration de l'intersection entre deux sous espaces vectoriels de R3 (ici, deux plans vectoriels),
leur intersection est une droite vectorielle.

Example. On considére les deux sous-espaces vectoriels de R?:
F1 ={(x,0), x e R} et Fs = {(0,x), x € R}.

On vérifie facilement que F; N Fy = {(0,0)} est un sous-espace vectoriel de
R2.

2.4 Combinaisons linéaires et sous-espaces vectoriels engendrés

Définition 5. Soit E un K-ev et S C E. Un vecteur x € E est une combinaison
linéaire d’éléments de S s’il existe n € N, des vecteurs vy, -+ ,v, € S et des
scalaires A1, --- , A, € K tels que

n
X = Z Aivi.
i=1

A partir d’une partie S de E, on peut définir un sous-espace vectoriel de E avec les com-

binaisons linéaires des vecteurs de S.

Définition 6. Soit S C E un sous-ensemble non vide. On note par Vect(S)
I’ensemble de toutes les combinaisons linéaires de vecteurs de S, i.e.,
n
Vect(S) = {Zaivi :neN, aq; €k, v; € S}.

i=1




2.4 Combinaisons linéaires et sous-espaces vectoriels engendrés

/N
v

Figure 3: Deux vecteurs non-colinéaires u et v. Le sous-espace vectoriel Vect({u, v}) est le plan vectoriel
qui les contient.

Remarque. ® Par convention Vect(Q) = {0}.

* On remarque facilement que S C Vect(S). En effet, ona v = 1 - v pour
toutov € S.

Theorem 1. Soit S C E, alors:

* Vect(S) est un sous-espace vectoriel de E.
e S C Vect(S).

* SiF est un sous-espace vectoriel de E tel que S C F, alors S C Vect(S) C F
Définition 7. Une famille S C E est dite génératrice de E si Vect(S) = E.

Example. ® La famille (e;);=1,» avec
el = (]‘IOI." 10)162 = (011/0/". /O)I." Ien = (OI'.. /011)1

est une famille génératrice de R". En effet, tout vecteur x = (xy,...,x,) €
R" g’écrit:

(1, %) =x1(1,...,0) +x2(0,1,...,0) + -+ x,(0,--- , 1).

* Le R-espace vectoriel C des nombres complexes est engendré par {1, i}
car tout nombre complexe z € Cs’écritz =x-1+y-iavecx,y € R.

e L'espace vectoriel My 2(R) est engendré par la famille (M;);=1 2,34 des ma-




2.5 Famille libre, famille liée
trices dites élémentaires avec
10 0 1 0 0 00
M, = , Mo = , M3z = , My = .
0 0 0 0 10 0 1

a b
En effet, toute matrice M = ( ) € M 2(R) s’écrit:

c d

M:a-M1+b-M2+c-M3+d-M4.

e La famille de monémes {1, X, -, X"} engendre R,[X]. En effet, tout
polynome P de R, [X] s’écrit

PX)=ap-1+a;-X+---+a, X"

2.5 Famille libre, famille liée

Etant donnée une famille génératrice S = {vy,--- ,v,} de E, on remarque que Og se
réalise de facon trivial comme combinaison linéaire des v;, i.e.,

Og=0-01+ -+0-0,.

Néanmoins, on peut avoir un réalisation non-triviale de O comme combinaison linéaire
des v;, dans le sens o1l on peut trouver des scalaires ay,--- ,a, € K tels que

Op=a; -0+ ---+a,- v,.
Cela motive la définition suivante

Définition 8. ® Une famille S = {vy,--- ,v,} de vecteurs de E est dite libre
si ;
> Aiwi =08 = A =0Vi,
i=1
Autrement dit la seule fagcon d’écrire O comme combinaison linéaire des
v; est la combinaison triviale.

* Une famille S qui n’est pas libre est liée. Cela revient a dire qu'il existe




2.5 Famille libre, famille liée

des scalaires A4, - - - , A, non tous nuls tels que

n
Z Ao = 0g.
i=1

€2

A/
v
|

e1

(a) (b)

Figure 4: La Figure-4a illustre une famille libre de R2, S = {e1,e2}. La Figure-4b illustre une famille
S = {v1,v2,v3} qui est liée avec v1 = (1,0),v2 = (1,1),v3 = (0, —=2).

Proposition 3. Soit E un K—ev et S; C Sy C E deux ensembles. Alors:

e Si S, estliée alors S est liée.

e Si Sy est libre alors Sy est libre.

Exercise
Soient E, F C R? définies par
E={(x,y,2) €R®: y—x=0¢et z—y—2x=0}
F={(x,y,z)€R®: 2x -3y +z =0}
1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3.
2) Soit Sy = {u1} avec uy = (1,1, 3).

b) En déduire que Vect(S1) C E.
c) Justifier que E = Vect(S).

3) Soit So = (uy, ug) avec us = (3,2,0) et ug = (1,1, 1).
a) Montrer que Vect(Sq) est contenu dans F.

10



2.6 Bases et dimension

b) Montrer que tout vecteur de F est combinaison linéaire des vecteurs de So.
c) Justifier que F = Vect(Ss).

d) La partie F est-elle un sous-espace vectoriel de R3?

4) La famille S = (u1, ua, ug) est-elle libre ou liée ? Que peut-on en déduire pour S et
Sy ?

2.6 Bases et dimension

Définition 9. Une famille S C E est une base de E si elle libre et génératrice.

Example. ¢ La famille {¢;}i=1,. ., est une base (dite canonique) de R".

* La famille (E;j);javeci =1,--- ,met1,---,n des matrices dites uniter-
mes est une base de M, ,(R). Chaque matrice E; ; ne possede qu'une
entrée non nulle qui vaut 1 est qui se trouve a l'intersection de la i*™m®

ligne et la j*™¢ colonne (cf. Exemple- pour m = n = 2):

colonne j
l
0 : 0
0 : 0

e Lafamille {1,X,..., X"} est une base de R"[X].

e Lafamille {1,X,...,X",...} est une base de R[X].

Remarque. Les examples précédents montrent en particulier qu’une base
q ples p p q

peut contenir un nombre infini d’éléments.

Le résultat suivant montre que toute famille génératrice finie peut étre réduite a une base,
essentiellement en enlevant les vecteur redondant.

Theorem 2 (de la base extraite). Soit S une famille génératrice finie de E.
Alors on peut extraite une base B C S de E.

Le résultat reste vraie en dimension infinie et repose sur I’Axiome du choix.

11



2.6 Bases et dimension

Example. On consideére la famille S = {(-2,0), (1, 1), (0, 1)}. On vérifie facile-
ment que S est une partie génératrice de R? et qu’en supprimant un de ses
vecteurs on trouver une base de R?. En effet le premier vecteur n’est rien
d’autre que —2.(1, 0) et le deuxieme (1, 1) s’écrit : (1,0) + (0, 1).

Le résultat suivant affirme que famille libre L dans E contient au plus le méme nombre
d’éléments d'une famille génératrice S de E. En plus, L peut étre complétée de facon
convenable a partir de S pour obtenir une base.

Theorem 3 (de la base incomplete). Soit S une famille génératrice de E, i.e.,
Vect(S) = E avec #(S) = n et soit L C E une famille libre telle que #(L) = m.
Alors

e m<n.
Il existe une partie H de S avec #§(H) = n — m telle que

Vect(LU H) = E.

Définition 10. Soit E un K-ev. Si E admet une base finie S, on dite que E est
de dimension finie et on note

dim(E) = §(S).

Si E n’a pas de base finie, on dit qu'il est de dimension infinie et on note
dim(E) = co.

Example. ¢ dim({0}) = 0 (pourquoi ?).

e dim(R") = n et dim(M,, ,(R)) = mn.

e dim(R"[X])=n+1.

¢ dimg(C) = 2 alors que dim¢(C) = 1 (pourquoi ?).
Corollaire. Soit E un ev de dimension 7. Alors

o Toute famille libre de E a n éléments est une base de E.

¢ Toute famille libre de E peut étre étendue en une base de E.

12



2.7 Somme de sous-espaces vectoriels.

Proposition 4. Soit F un sev de E avec dim(E) < co. Alors dim(F) < dim(E)
avec égalité si et seulement si E = F.

Corollaire. Soit F un sev de E avec dim(E) < oo. Alors toute base de F peut
étre étendue en une base de E.

Exercise

Soit A € R.

® Pour quelles valeurs de A les familles {(1, 1), (A, 2)} et {(1,0,14),(1,1,7A),(A,0,1)}
est une base de R? et R3 respectivement.
Exercise

On considére S = {(1,1+ X, 1+ X + X%, 1+ X + X? + X3}

* Montrer que tout polyndme P(X) = ao + a1 X + as X% + a3 X3 avec les a; € R s'écrit
de fagon unique comme combinaison linéaire de S.

o Donner les coordonnées de P dans S.

On a vu que l'intersection de sev reste un sev. Le cas de I'union est peu plus subtile.
En effet, il est facile de ce convaincre que 'union de deux sev reste stable par multipli-
cation par des scalaire mais pas par somme de vecteur comme illustré dans la Figure-5.
Pour combler cette lacune, on introduit la notion de somme de sev.
2.7 Somme de sous-espaces vectoriels.
Soient F, G deux sev de E. On définit

F+G={x+y: xe€F,yeG}

On a le résultat suivant:

Theorem 4. ¢ F + G est un sev de E.

e FTUGCF+aG.

13



2.7 Somme de sous-espaces vectoriels.

Figure 5: Illustration du fait que I'union de deux sev n’est pas stable par addition de vecteur.

¢ Tout sev H de E qui contient F U G contient F + G:
FUGCF+GUH.

Proposition 5. On a dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

Example. Onrevient al’exemple illustré par la Figure-2. La somme des deux
plans F; et F; engendre R3,i.e., Fi + F5 = R3 (voir la prochaine section). On

a donc

dim(R?) = dim(F;) + dim(Fs) — dim(F; N Fy) =2+2—1 = 3.

Une question naturelle qui se pose, c’est celle de I'unicité ou non de l'écriture z = x +y
avec x € Fety € G.

Définition 11 (Somme directe). On dit que F et G sont en somme directe si
F N G = {0g}. Dans ce cas on note:

F+G:=FaG.

Remarque. La condition F N G = {0} exprime le fait que 0 s’écrit de fagon
unique. En effet, si F N G = {0} alors I'écriture x + y = 0avecx € Fety € G
implique que y = —x € FN G, ie, x = y = 0. Inversement, si 0 s’écrit de
fagon unique x + y = 0, alors tout vecteur x € F N G vérifie x + (—x) = 0 avec
x € Fet—x € G,doncx =0.

Proposition 6. F et G sont en somm directe et leur somme engendre E, i.e.,
E = F @ G si et seulement si tout vecteur z € E s’écrit de manieére unique

14



2.7 Somme de sous-espaces vectoriels.

comme z = x +y avec x € F et y € G. Dans ce cas:

dim(E) = dim(F) + dim(G).

On dira que F est un supplémentaire de G dans E (et inversement).

Exercise
On consideére les deux sev de E = R*

F={(x,y,z,t) eE: x+y+z+t=0} et G={(2x,—x,0,x): x €E}.
* Montrer que F et G sont en somme directe.

e Soit (x,y,z,t) € E. Déterminer a € R tel que (x —2a,y +a,z,t —a) € F.

o Endéduire que F et G sont supplémentaires.

15



Matrices et systémes linéaires

% Matrices et systémes linéaires
Dans ce chapitre m,n, p, q désignent des entiers naturels non nuls.

3.1 Calcul matriciel

Définition 12. On appelle matrice a coefficients dans K, de taille (1, n) (ou

de format m X n, un tableau de la forme

aip 4i2 - din

a1 d22 -+ A2y
A=

Am1 Am2 °*° OAmn

avecles a;j € Kpouri =1,--- ,metj=1,---,n. Ici m désigne le nombre
de ligne et n le nombre de colonnes de A. On note des fois A = (a;;);,; s'il

n’ya pas de confusion.

Notation. On rappelle que I'ensemble des matrices de taille (1, n) a coefficient
dans K est noté par M, ,(K) ou K"*". Quand m = n on note tout simplement
M, 'ensemble des matrices carrée de taille (1, n).

Proposition 7 (Egalité entre deux matrices). Deux matrices A € M, ,(K) et
B € M, ;(K) sont égales lorsqu’elles ont le méme nombre de lignes, le méme
nombre de colonnes et que les coefficients de méme indices sont égaux.

Autrement dit:

A=B & m=p,n=gqetaj=0b;jvQije{l,... m}x{l,... n}

Example (Matrices particulieres). ® Matrice nulle:

0
0 - 0

mu = € Min,n(K).
0O 0 - 0

16



3.1 Calcul matriciel

e Matrice identité:

1 0 0
1
I, = _ e M, (K)
00 - 1

ai 0 0
0 Aoy - 0

A=l . .. .| € Mu(K)
0 0 Ann

Et on écrit de facon plus compacte: A = diag(ai1,- -, aun). En particulier
I, = diag(1,---,1).

* Matrices triangulaires:

ailp ai2 - Ain
0 azp - ay ) . .

u=\| . L _ | (triangulaire supérieure).
0 0 Ann
a1l 0 0
azy daz -+ 0 . .

L=| o . | (triangulaire inféreiure).
anl An2 Ann

3.1.1 Vecteurs lignes et colonnes

Définition 13. On appelle i*™ ligne de la matrice A € M,,,(K) la matrice
ligne
(air, -+, ain) := li(A) € My, n(K).

On appelle j*™ colonne de A la matrice colonne

111]'
= cj(A) € My 1(K).

17



3.1 Calcul matriciel

1 2 42

Example. Soit A =
P log(2) 0 2

) € My,3(R). Alors:

ll(A) = (1/ 3/ \/5)/ lQ(A) = (10g(2), 0/ 2)/

et

, c2(A) =

5  c5(A) = ‘f)

c1(A) = (

1
log(2)

3.1.2 Opérations sur les matrices

Définition 14 (Somme et multiplication par scalaires). Soient A, B € M,, »,(K).
Alors la somme A + B := C = (c;;);,j est définie par

Cij =a,1i]'+bij, V(@,j)ed{i,--- ,m}x{1,---,n}.
Soit A € K, alors AA = C est définie par

Ci]' :/\ai]" V(l,]) € {ZI Im}x{ll"' ,Tl}.
Example. On considere A = 3 et

1 -1
-1 -1
A=|? °) B = 02,C:—2—%.
4 3 7 5 -3 5 2
3

On a

3 -3
1 -1 2 -1 =2
A+B= A-B=|" AC=]-6 -3|.
1 0 12 -9 6 2 5 1

Définition 15 (Transposée d'une matrice). La transposée d'une matrice est
la matrice ayant pour lignes les colonnes de la matrice de départ. Si A €
M, »(K), on note sa transposée par AT qui appartient a M, ,,(K). En parti-
culier, si AT =B = (bij)ij alors

V@i, j)e{l,--- ,n}x{1,---,m}
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3.1 Calcul matriciel
Proposition 8. Soient A, B € M, ,(K) et A € K, alors
o Vi=1,---,nLi(AT) = c;(A).

o Vj=1,---,mcj(AT) = Ii(A).

(ATYT = A.

(A+B)T = AT + BT et (AA)T = AAT.

Example. ¢ Onall =1,.

T
3 -1 3 4
[ ] =] .
(4 0 (—1 0)

T
2 -1
2 0 2
o] -2 90)
-1 3 4
2 4
a b c
Produit de matrice: échauffement Soit A = |d e f|et X = (x,y,2)!. En
johoi
effectuant le produit scalaire de chaque ligne de A avec X on a
ax +by+cz
AX =|dx +ey+ fz|=xc1(A) + yca(A) + zc3(A).
jx+hy +iz
a py
Maintenant on considére B=06 n « | De la méme maniere on a
6 p ¢

Ac1(B) = ac1(A) + 6ca(A) + Oc3(A)
Acy(B) = Bei(A) +1ca(A) + pes(A)
AC3(B) = yCl(A) + KCQ(A) + (]5C3(A)

On voit que le produit de A et chaque colonne de B donne un vecteur colonne. Cela serait
une facon naturelle de définir les colonnes de ce qui serait la matrice produit AB. Cela
motive la définition suivante.
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3.1 Calcul matriciel

Définition 16 (Produit de matrice). Soit A € M, »(K) et B € M, ,(K). Alors
le produit AB est bien définit et donné par AB = C := (c;j); ;) avec

n

Cij = Zaikbkj = ll(A) ’ C](B)/ V(l,]) € {11 o /m} X {11 : Ip}
k=1

Remarque. On ne peut définir le produit de deux matrice que si les tailles
sont compatibles. Si A € M, ,(K) et B € M, ,(K) alors on peut effectuer le
produit AB que si p = n et le produit BA que si g = m.

1 -2 3

Example. On considere A =
-2 2 -6

) € MysR)etB = (2,1,-1)T €
Ms 1(R). Alors
AB = (=3 4T € My (R).

Proposition 9. Soient A,B,C € M;; »(K), D,E € M, ,(K), F € M,, ;(K) et
A, u € K. Alors

e A(AD) = (AA)D = A(AD).

(A +B)E = AE + BE et A(D + E) = AD + AE.

A(EF) = (AE)E.

(A+B)T = AT + BT,

(AB)T = BTAT.

3.1.3 Inverse d’une matrice

Définition 17. On dit que A € M, (K) est inversible s’il existe une matrice
B € M, (K) telle que
AB =BA =1,.

On note la matrice B par A~} et est appelée la matrice inverse de A.
p pPp

Notation. On note par GL,(K) (groupe linéaire) I'ensemble des matrices in-
versible de taille (n, n).
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3.2 Opérations élémentaires sur les matrices
Proposition 10. Soient A, BGL,,(K). Alors AB € GL,(K) et
e (AB)l=B1A"L

° (A—l)T — (AT)—l.

3.2 Opérations élémentaires sur les matrices

3.2.1 Transvection de lignes

Définition 18.Soit A € My, ,(K), h,k € {1,--- ,m} avec h # ket A € K.
Effectuer sur A la transvection de rapport A de la ligne k sur la ligne / con-
siste a ajouter a chaque composante de [x(A) le produit par A a 'entrée de A

située a l'intersection de la colonne de cette entrée avec [ (A).

D’apres cette définition, si la matrice obtenue est B = (b;;);j, alors

aij si i # Kk,
bij = -
axj + Aayj si i = h.

Ou encore, en fonction des lignes de A, pour touti =1,--- ,m:

H(B) {li(A) sii#k
lk(A) + )\lk(A) si i=h.

Proposition 11. Le résultat de la transvection de rapoort A de I(A) sur [,(A)
est égale au produit obtenu en multipliant & A a gauche par

Ly + AEp k.

a b ¢ d
Example.Soit A = | a’ b’ ¢ d’ | Lerésultat de la transvection de rap-
a// b// C// d//
a+2a” b+2b" c+2c” d+2d”
port A = 2del3(A) sur/1(A) donne Soit B = a’ b’ ¢’ d’
a// b// CI/ d/l

Notation. On note par T¥(1) la matrice I, + AE}, x.
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3.2 Opérations élémentaires sur les matrices

Example (A connaitre). ¢ On distingue deux matrices de transvection de
taille (2, 2):

12,4y _ |1 A 21,4y _ (1 0
o= 4 ), amen-( 1 ).

* On distingue six matrices de transvection de taille (3, 3):

1 A0 1 A0

T 2N =0 1 of, TV =|1r 1 of,

00 1 0 0 1

A0 10 A

T3V =lo 1 of, T*'W) =0 1 o},
0 1 A0

100 1 00

T23(A) = |0 Al, T32A)=l0 1 0

00 1 0 A1

3.2.2 Dilatation de lignes

Définition 19.Soit A € M, ,(R), h € {1,--- ,m} et A € R*. Effectuer sur
A la dilatation de rapport A de la ligne h consiste a multiplier par A chaque
entrée de [;,(A).

D’apres cette définition, si la matrice obtenue est B = (b;;);j, alors

ajj sii#+h,
bij = -
Aaypj si i=h.

a b ¢ d
Example. Soit A =[a’" b’ ¢ d’' | Lerésultat de la dilatation de rapport
all bll CII dll
a b ¢ d
A =3 dely(A) donne Soit B =|3a’ 30’ 3¢’ 3d'|
a// b// C// d//

Notation. On note uy(A) = Z}"zl en €t Aey,.
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3.3 Echange de lignes

Proposition 12. Le résultat de la dilatation de raport A de [,(A) sur est égale
au produit obtenu en multipliant & A a gauche par

D*(A) := diag(up(A)).

Example (A connaitre). ¢ On distingue deux matrices de dilatation de taille

(2,2):
Lo ) etD2(/\):(A ; )
0 A 0 1

e On distingue trois matrices de transvection de taille (3, 3):

DY(A) =

A0 O 1 00 100
DA =[o 1 of, D2V =[o0 A of,D*AV)=[0 1 0
001 00 1 00 A

3.3 Echange de lignes

Définition 20. Soit A € M, ,(R), h,k € {1,--- ,m} et A € R*. Effectuer sur A
I’échange de Ix(A) et [;,(A) consiste a remplacer chaque composante de [j,(A)
par la composante de [(A) située sur la méme colonne et inversement.

Si la matrice obtenue en échangeant Iy (A) et 1;,(A) est B = (bij);j, alors
ajj si i+ het #k,
bij=ayj si i=h,

ah]‘ si i=k.

Remarque. Effectuer sur A1’échange de [},(A) et [, (A) revient a effectuer suc-

cessivement les opération suivantes:

e Transvection de rapport 1 de [x(A) sur [;(A), cela revient a multiplier A
par T"*(1). La matrice obtenue B = T"(1)A.

e Transvection de rapport —1 de I;,(B) sur [x(A), cela revient a multiplier B
par T%"(-1). La matrice obtenue C = T*"(-1)B.
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3.3 Echange de lignes

* Transvection de rapport 1 de Ix(C) sur I;(C), cela revient a multiplier A
par T"*(1). La matrice obtenue D = T"k(-1)C.

* La dilatation de rapport —1 de [x(D). La matrice finale est donc E =
D"(-1)D, soit
E = D"(-1)T"F(=1)TF"(=1)T (1)A.

Illustrons ¢a par I'exemple suivant:

a b c d
Example. Soit A =|a’ b’ ¢ d’' | Onveutéchanger les lignes 1 et 3.
a/l bll Cl/ d/l

e Transvection de rapport 1 de I3(A) sur [;(A), cela donne

a+a” b+b" c+c’ d+d
B=| @ v ¢
a/l bl/ C/I d/l

* Transvection de rapport —1 de [1(B) sur I3(A), cela donne

a+a’” b+b" c+c” d+d’
C= a’ b’ ¢’ d
—a -b —C —d

e Transvection de rapport 1 de I3(C) sur /;(C), cela donne

all bll CI/ dl/
D=|\a b ¢ d
—a -b —-c —-d

La dilatation de rapport —1 de I3(D). La matrice finale est

a// b// C// d//

Proposition 13. Le résultat de I’échange des lignes [;,(A) et [x(A) est égale
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3.4 Matrices et systémes triangulaires

au produit obtenu en multipliant a A a gauche par

Pl .= DF(—1)TH ()T (1) T (1) € My m(R).

La matrice P"* est la matrice dont les seules composantes non nulles valent 1 et sont
d’indices soit (h, k), soit (k, h) soit (i, j) avec i # h et j # k.

Example (A connaitre). Il existe exactement une seule matrice d’échange
de taille (2, 2):
01
P2(7) = :
=1 )

¢ ]l existe trois matrices d’échange de taille (3, 3):

010 00 1 100
P2=11 0 o, P¥=|0o 1 of,P*®=|0 0 1
00 1 1 00 01 0

Exercise

Un matrice carrée S de taille n X n est dite scalaire lorsqu’elle est colinéaire avec 1,,.

e Soit S une matrice scalaire de taille 2x 2. Trouver deux matrices de dilatations D',D?
telles que S = D1D?2.

e Soit S une matrice scalaire de taille 3 X 3. Trouver deux matrices de dilatations
D!,D?, D3 telles que S = D'D?D3.

* Montrer que pour toute matrice carrée A de taille n X n et pour toute matrice scalaire
Sdetaillen xn,ona AS = SA.

* Si A est une matrice diagonale de taille 2 X 2 telle que AT = T A pour toute matrice
de transvection T de taille 2 X 2, montrer que A est scalaire.
3.4 Matrices et systémes triangulaires

3.4.1 Profondeur et pivot d’un vecteur

Définition 21. Soit x = (x1,--- ,x,) € R" \ {0}. On appelle profondeur de
x et on la note pf(x), le plus petit entier qui est I'indice d’'une composante
non nulle de x. La composante de x dont 'indice est la profondeur de x est
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3.4 Matrices et systémes triangulaires

appelée pivot de x et est notée pv(x).

Example. On a
p£((0,1)) = 2, p£((3,0)) = 1, p£((0,0,2)) = 3, pv((3,1)) = 3, pv((0, 0, 2)) = 2.
Par convention pf(Ogr») = n 4+ 1 mais il n’a pas de pivot.
Proposition 14. Soitk € {1,--- ,n + 1} etx,y € R™.
e Sipf(x) > ket pf(y) > k alors

pf(x +y) > k.

e Sipf(x) < pf(y) alors x et x + y on la méme profondeur et le méme pivot.

3.4.2 Matrice, matrice élargie d’un systéme

Définition 22. Etant donnée un systeme linéaire de m équation en n incon-

nues
anxy+---+aiuux, = bl

(8): E : 1)
Ap1X1 + -+ AmnXn = by

qui s’écrit matriciellement de la forme AX = B ol

ap; -+ A by X1
A= , B= , et X = . (2)

Am1l *° Amn bm Xn

La matrice A € M, »(R) est appelée matrice du systéme (8), la matrice B €
M, 1(R) est appelée colonne du second membre de (8), et X € M, 1(R) la
colonne des inconnues. La matrice élargie du systéeme (8) est la matrice de
taille m X (n + 1)

A = [AB],

dont les n premiéres colonnes sont celles de A est la derniere est B.

Un cas particuliére de systémes est le suivant
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3.4 Matrices et systémes triangulaires

Définition 23. Un systéme linéaire (8) est dit triangulaire si sa matrice A est
triangulaire supérieure dont toutes les entrées diagonales sont non nulles.

Pour résoudre (8) dans le cas triangulaire, on procéde comme suit. Comme a;; # 0,Vi =
1,---,n. Commepf(l,(A)) =n,la neme équation donne an, X, = by, s0it X, = by [auy.
On injecte la valeur de x,, dans la (n — 1)émes équations. Cela donne un systéme tri-
angulaire a (n — 1) équation en (n — 1) inconnues. On répéte ce processus jusqu’a la
premiére équation et ainsi retrouver toutes les valeurs des x;. On parle ici de remontrée

triangulaire.
5 -1 2 3 1
i 0 1 -1 4 - .
Example. Soit A = etB = . On s’intéresse a la solu-
0 0 2 1 -3
0 0 0 3 3

tion du systeme AX = B, c’est-a-dire du systeme linéaire

5X1 — X9 + 2x3 + 3x4 =1
X9 —x3+4x4 =-1
(8)
2x3+x4 =-3
3X4 = 3.

. La derniére équation donne x4 = 1. On obtient un systéme

5X1 — X9 +2x3 = -2
(81) X2 —x3 =-b
QX3 = —4.
. De méme, la derniere équation donne x3 = —2 et le systéme devient
5X1 — X9 =)
(2) { 1
X9 = 7.
On obtient x, = —7 et la premiére équipe donne x; = —1. Le systéme (8)

admet donc un unique solution x = (-1, -7, -2, 1).

On finit ce paragraphe avec le résultat suivant

Theorem 5. Tout systéme triangulaire admet une unique solution.
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3.4 Matrices et systémes triangulaires
3.4.3 Matrices échelonnées

Définition 24. Une matrice A € M, »(R) est dite échelonnée (en lignes) si

1. ses vecteurs lignes sont de profondeurs croissantes en allant du haut
vers le bas

2. si deux lignes sont de méme profondeur, alors ils sont nuls, i.e., pour
i#]
pf(li(A)) = pf(l;(A)) = Li(A) = [;(A) = Op,.

Example. ¢ La matrice nulle 0, , est échelonnée.

Lamatrice A =

g) n’est pas échelonnée car pf(/;(A)) = 3etpf(l2(A)) =
1.

1 0 0

e LamatriceA=|1 2 4 [n’est pas échelonnée car pf(l;(A)) = pf(l2(A))

001 2
mais les deux lignes ne sont pas nulles.

0
3

01 2 3 45
000123

e Lamatrice A = |0 0 0 0 0 1|estéchelonnée. Les lignes I5(A) et
00 0O0O0OQO

00 0O0O0O0
I4(A) sont de méme profondeur (ici, 7) et sont nulles.

e Toute matrice de la forme diag(ay,--- ,a,) avec les a; # 0 est échelonnée.

3.4.4 Résolution d’un systéme échelonné

Définition 25. Un systeme (S) est dit échelonnée si sa matrice est échelon-
née. On dira que (S) est consistent ou compatible si I’ensemble de ses solu-
tion est non vide.

Méthode a retenir Soit (S) un systéme échelonné de m équations en n inconnues.
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3.4 Matrices et systémes triangulaires
Compatibilité: Si le systeme échelonné donne lieu a des équations de la forme:
Ox1+---+0x,=b#0,
alors le systéme est incompatible.

Observer: Repérer les pivots et en déduire les inconnues principales, i.e., celles dont
les indices sont les profondeurs des vecteurs lignes de la matrice du systéme.

Paramétrer: Soustraire aux deux membres de chaque équation du systéme tous les ter-
mes du premier membre o1l figurent les inconnues auxiliaires.

Résolution: On obtient un systéme triangulaire en les inconnues principales o1l les
inconnues auxiliaires figurent comme parameétres dans les seconds membres.

Example. On considére le systéme suivant

X1+ Xo+X3+X4+Xx5+x5=1
(S) X9 + 2x3 + 3x4 + 4x5 + bxg = 15

<
X4+ 2x5+3x5 =06

3x6 = 1.

On voit bien que le systeme est compatible. En observant les profondeurs
des lignes, les inconnues principales sont donc x;, x2, x4, x¢ et les inconnues
auxiliaires sont x3, x5. Le systéme devient

X1 +Xo+x4+x6=1—x3— X5
) | Xo + 3x4 + 5xg = 15 — 4x5 — 2x3
X4+ 3x6 = 6 — 2x5

3x6 = 1.

Qui est un systéme triangulaire en les variables principales. On trouve x¢ =

1, le nouveau systéme est

X1+ X9+ X4 =—X3— X5
(S”) X9 +3x4 =10 —4x5 — 2x3
X4 =3- QX5.

On applique a nouveau la méthode de remontée, en remplagant x4 par sa
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3.4 Matrices et systémes triangulaires

valeur dans les deux premieres équations. Cela donne

(S'”) X1+ x9=-3—- X3 — X5
X9 =1+ 2x5 — 2x3.

On trouve finalement x1 = —4 + x3 — x5. L'ensemble des solution de (S) est
donc de dimension infinie et dépend des deux parametres x3, x5:

S={(-4+x3—x5,1-2x3+2x5,x3,3—2x5,x5,1), x3,x5 € R}.

3.4.5 Méthode du pivot de Gaufs

La méthode du pivot de Gauf consiste a effectuer une suite d’opérations élémentaires
sur les lignes afin de transformer une matrice donnée en une matrice échelonnée. La
méthode s’applique a la matrice élargie d’un systéme linéaire quelconque, de sorte que
tout systéme linéaire est équivalent a un systéme linéaire échelonné ou encore pour le
calcul de I'inverse d’une matrice.

Lemma 1. Etant donné u,v € R" \ {0} avec pf(u) = pf(v) = k. Alors il existe
un unique A € R tel que pf(u + Ay) > k. En effet A = —pv(u)/pv(v).

Définition 26. On appelle opération sur les lignes d"une matrice A toute ap-
plication O : R"™" — R"™" qui est composée d’opérations élémentaires sur
les lignes: O = Ej o --- o E,, ou les E; sont des matrices élémentaires (dilata-

tion, échange ou transvection).

Etapes de la méthode: FEtant donnée une matrice A € R™ ", le but est de trouver
une opération O et une matrice échelonnée M telles que M = O(A).

e Choix du pivot: On choisit un vecteur ligne de A, disons 1;(A), de profondeur aussi
petite que possible.

o [Echange de lignes: Si la ligne choisie n’est pas I1(A) on effectue I'échange de [, (A) et
li(A), cela donne une matrice Ay = PA ou P est une matrice d’échange.

* Nettoyage sous le pivot: On effectue sur une ligne de méme profondeur que 1(A1), s’il
en existe, la transvection de lignes de la premiére avec un rapport bien choisi pour que
la ligne obtenue soit de profondeur plus grande que la premiére (voir Lemme-1). On
obtient ainsi As = T(A1) = TP(A) ou T est une matrice de transvection. On répéte
le procédé pour toute ligne de méme profondeur que la premiere, obtenant ainsi une
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3.4 Matrices et systémes triangulaires

matrice My = 1(A) dont toutes les lignes autres que la premiere ont une profondeur
plus grande que la premiére, oul l'opération | est composée d'opérations élémentaires
de transvection et d’échange.

® Répéter: On répéte le méme processus sur la matrice My avec des opérations ne faisant
pas intervenir I;(M).

Example. On considere la matrice suivante
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