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Corps

3.4.5 Méthode du pivot de Gauß . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

※ Corps

Nous avons besoins de rappeler la notion de corps pour préciser l’ensemble où
vivent les scalaires.

Définition 1. Un corps K est un ensemble muni de deux opérations + et ·
dites addition et multiplication de scalaires tel que pour tout 
, �, � ∈ K:

• 
 + � = � + 
 et 
 · � = � · 


• (
 + �) + � = 
 + (� + �) et (
 · �) · � = 
 · (� · �).

• 0K + 
 = 
 et 1K · 
 = 
.

• Il existe un élément −
 ∈ K tel que 
 + (−
) = 0K. Pour 
 ≠ 0 , il existe
un élément 
−1 ∈ K tel que 
 · 
−1 = 1 .

• 
 · (� + �) = 
 · � + 
 · �.

Example. • L’ensemble des nombre réels R est un corps pour l’addition et
multiplication usuelles.

• L’ensemble des nombres complexes C = {
 + 8� : 
, � ∈ R} est un corps
pour les lois + et · usuelles. On rappelle que pour I = 
+ 8� et I2 = �+ 8�:

I1 + I2 = (
 + �) + 8(� + �) et I1I2 = (
� − ��) + 8(
� + ��).

• L’ensemble des nombres rationnels Q = {<= : (<, =) ∈ Z × Z∗} est un
corps pour l’addition et multiplication usuelles.

• L’ensembleZ2 = {0, 1}muni de l’addition etmultiplicationdéfinies comme
suit:

0 + 0 = 1 + 1 def
= 0, 0 + 1 = 1 + 0 def

= 1, 0 · 0 = 0 · 1 def
= 0 and 1 · 1 def

= 1.

Remarque. S’il y’a pas d’ambiguïté, on notera simplement 0 et 1 au lieu de
0K et 1K.

Convention Le long du cours le corps K désigne soit R soit C.
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Espaces véctoriels

※ Espaces véctoriels

Définition 2. Un espace vectoriel (E,+, ·) surK (ouK-ev) est un espacemuni
de deux opérations:

i) Addition de vecteur: ∀G, H ∈ E il existe un élément G + H ∈ E.

ii) Multiplication par scalaires: pour tout� ∈ K et G ∈ E, il existe un élément
� · G ∈ E.

Ces opération vérifient les hypothèses suivantes:

A1. G + H = H + G ∀G, H ∈ E.

A2. (G + H) + I = G + (H + I) ∀G, H, I ∈ E.

A3. il existe un élément 0Eă ∈ E dit élément neutre pour l’addition, tel que
G + 0E = G pour tout G ∈ E.

A4. Pour tout G ∈ E il existe H ∈ E tel que G + H = 0E.

A5. 1K · G = G pour tout G ∈ �.

A6. 
 · (� · G) = (
 · �) · G pour tout 
, � ∈ K et G ∈ �.

A7. 
 · (G + H) = 
 · G + 
 · H pour tout 
 ∈ K et G, H ∈ E.

A8. (
 + �) · G = 
 · G + � · G pour tout 
, � ∈ K et G ∈ E.

Remarque. Les hypothèses (A1-A2-A3-A4) expriment le fait que (E,+) est
un group commutatif (ou abélien). Autrement dit, (E,+, ·) est un espace
vectoriel sit (E,+) est un group abélien et que les hypothèses (A5-A6-A7-A8)
sont vérifiées.

Example. • Exemple trivial: E = {0}.

• E = K= = {(G1, · · · , G=) : G8 ∈ K ∀8 = 1, . . . , =}.

• E = K[-] l’ensemble des polynômes à coefficients dans K. Un élément %
de E s’écrit de la forme

%(-) =
=∑
8=0

08-
8 ,
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2.1 Propriétés

où les 08 ∈ K et = ∈ N. L’entier = s’appelle le degré de % et on écrit
= = deg(%). Pour un � ∈ K, on définit �% par

(� · %)(-) def
= � · %(-) =

=∑
8=0

� · 08- 8 .

Soit maintenant &(-) = ∑<
8=0 18-

8 un autre polynôme à coefficients dans
K. Sans perte de généralité, on peut supposer que & est de même degré
que %. On définit alors % +& par

(% +&)(-) def
= %(-) +&(-) =

=∑
8=1

(08 + 18)- 8 .

• Soient �1, . . . , �= = espaces vectoriels sur K. Alors

E
def
= Π=

8=1�8 = �1 × · · ·�=

est un K-espace vectoriel.

• Soit ℳ2,2(R) l’ensemble des matrices de taille 2 × 2 à coefficients réels.
Soient � ∈ R et ", # ∈ ℳ2,2(') avec Plus généralement, ℳ<,=(R) est un
espace vectoriel.

2.1 Propriétés

Proposition 1. Soit E un K-e.v et G, H, I ∈ E. On a

i) Si G + I = H + I alors G = H.

ii) Si I + G = I + H alors G = H.

iii) 0E est unique: s’il existe 0′ ∈ E tel que G + 0E = G et G + 0′ = G alors
0E = 0′.

Preuve. i) D’après Définition-2-(A4), il existe I′ ∈ E tel que: I+ I′ = 0E. On
a donc

G = G+0E = G+(I+I′) = (G+I)+I′ = (H+I)+I′ = H+(I+I′) = H+0E = H.

ii) Si I + G = I + H alors par commutativité (Définition-2-(A1)) G + I = H + I
et on conllut d’après i) que G = H.
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2.2 Sous-espaces vectoriels

F

x

2x

(a)

x

λx

(b)

Figure 1: La Figure-1a montre un sous ensemble � du plan qui n’est stable ni pas addition de vecteurs ni
par multiplications par scalaires. Tandis que Figure-?? montre une partie du plan, dite droite vectorielle,
qui est pas addition de vecteurs et par multiplications par des scalaires.

iii) On a G = G + 0E = G + 0′ donc 0E = 0′ toujours d’après i).

�

Corollaire. Soit G ∈ E alors l’élément H ∈ E dans Définition-2 vérifiant (A4)
est unique, i.e., si H, H′ ∈ E vérifient G + H = G + H′ = 0E alors H = H′. On note
H = −G.

Example. • Dans E = R= , 0R= = (0, . . . , 0).

• Dans E = ℳ2,2(R), on a 02×2 =

(
0 0
0 0

)
.

• Dans E = R[-] alors 0R[-] = 0 est le polynôme nul.

2.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 3. SoitE unK-ev. Un ensemble � ⊂ E est un sous-espace vectoriel
de E s’il est lui même un espace vectoriel sur K par rapport à l’addition
de vecteurs et multiplications de scalaires définies sur E. Autrement dit, si
(�,+E, ·E) vérifie (A1-A8).

Example. Examples de sous-espaces vectoriels

� = {0E} ⊂ E, où E est un K-ev.

•• � = {(G1, · · · , G=−1, 0), G8 ∈ R} ⊂ R= .
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2.3 Intersection de sous-espaces vectoriels

• � = K=[-] def
= {? ∈ K[-] : deg(?) ≤ =} ⊂ K[-].

Le résultat suivant fourni ”un test” pour vérifier si un ensemble est oui ou non un sous-
espace vectoriel d’un e.v donné.

Proposition 2 (Tests de sous-ev). Soit E un K-ev et � ⊂ E. Alors � est un
sous-espace vectoriel de E si et seulement si

• 0E ∈ �.

• Si G, H ∈ � alors G + H ∈ �.

• Si G ∈ � et � ∈ K alors �G ∈ �.

Cela est équivalent à dire
�G + H ∈ �

pour tout � ∈ K et G, H ∈ �.

Exercise

Vérifier si les ensembles suivant sont des sous-espaces vectoriels de R3.

• � = {(G, H, I) ∈ R3 : G + H + I = 1}.

• � = {(G, H, I) ∈ R3 : G + H + I ≥ 0}.

• � = {(G, H, I) ∈ R3 : G + H + I = 01}.

• � = {(G, H, I) ∈ R3 : G2 + 2H2 = 0}.

2.3 Intersection de sous-espaces vectoriels

Définition 4. Soit E un K-ev et (�8)8∈� une famille de sous-espaces vectoriels
de E. Alors � def

= ∩8∈��8 est aussi un sous-espace vectoriel.

Preuve. On utilise la Proposition-2. Dans un premier temps, comme les �8
sont des sous-espaces vectoriels de E on sait que 0E ∈ �. Maintenant pour
G, H ∈ � et � ∈ K, alors G, H ∈ �8 pour tout 8 ∈ �. Cela donne que �G + H ∈ �8
pour tout 8 ∈ �. On en déduit que �G + H ∈ ∩�8 . D’où le résultat. �
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2.4 Combinaisons linéaires et sous-espaces vectoriels engendrés

Figure 2: Illustration de l’intersection entre deux sous espaces vectoriels de R3 (ici, deux plans vectoriels),
leur intersection est une droite vectorielle.

Example. On considère les deux sous-espaces vectoriels de R2:

�1 = {(G, 0), G ∈ R} et �2 = {(0, G), G ∈ R}.

On vérifie facilement que �1 ∩ �2 = {(0, 0)} est un sous-espace vectoriel de
R2.

2.4 Combinaisons linéaires et sous-espaces vectoriels engendrés

Définition 5. Soit E unK-ev et ( ⊂ E. Un vecteur G ∈ E est une combinaison
linéaire d’éléments de ( s’il existe = ∈ N, des vecteurs E1, · · · , E= ∈ ( et des
scalaires �1, · · · ,�= ∈ K tels que

G =

=∑
8=1

�8E8 .

À partir d’une partie ( de E, on peut définir un sous-espace vectoriel de E avec les com-
binaisons linéaires des vecteurs de (.

Définition 6. Soit ( ⊂ E un sous-ensemble non vide. On note par Vect(()
l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires de vecteurs de (, i.e.,

Vect(() =
{ =∑
8=1

08E8 : = ∈ N, 08 ∈ K, E8 ∈ (
}
.
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2.4 Combinaisons linéaires et sous-espaces vectoriels engendrés

Figure 3: Deux vecteurs non-colinéaires D et E. Le sous-espace vectoriel Vect({D, E}) est le plan vectoriel
qui les contient.

Remarque. • Par convention Vect(∅) = {0}.

• On remarque facilement que ( ⊂ Vect((). En effet, on a E = 1K · E pour
tout E ∈ (.

Theorem 1. Soit ( ⊂ E, alors:

• Vect(() est un sous-espace vectoriel de E.

• ( ⊂ Vect(().

• Si � est un sous-espace vectoriel de E tel que ( ⊂ �, alors ( ⊂ Vect(() ⊂ �

Définition 7. Une famille ( ⊂ E est dite génératrice de E si Vect(() = E.

Example. • La famille (48)8=1,...,= avec

41 = (1, 0, · · · , 0), 42 = (0, 1, 0, · · · , 0), · · · , 4= = (0, · · · , 0, 1),

est une famille génératrice de R= . En effet, tout vecteur G = (G1, . . . , G=) ∈
R= s’écrit:

(G1, . . . , G=) = G1¤(1, . . . , 0) + G2(0, 1, . . . , 0) + · · · + G=¤(0, · · · , 1).

• Le R-espace vectoriel C des nombres complexes est engendré par {1, 8}
car tout nombre complexe I ∈ C s’écrit I = G · 1 + H · 8 avec G, H ∈ R.

• L’espace vectorielℳ2,2(R) est engendré par la famille ("8)8=1,2,3,4 desma-
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2.5 Famille libre, famille liée

trices dites élémentaires avec

"1 =

(
1 0
0 0

)
, "2 =

(
0 1
0 0

)
, "3 =

(
0 0
1 0

)
, "4 =

(
0 0
0 1

)
.

En effet, toute matrice " =

(
0 1

2 3

)
∈ ℳ2,2(R) s’écrit:

" = 0 ·"1 + 1 ·"2 + 2 ·"3 + 3 ·"4.

• La famille de monômes {1, -, · · · , -=} engendre R=[-]. En effet, tout
polynôme % de R=[-] s’écrit

%(-) = 00 · 1 + 01 · - + · · · + 0= · -= .

2.5 Famille libre, famille liée

Étant donnée une famille génératrice ( = {E1, · · · , E=} de E, on remarque que 0E se
réalise de façon trivial comme combinaison linéaire des E8 , i.e.,

0E = 0 · E1 + · · · + 0 · E= .

Néanmoins, on peut avoir un réalisationnon-triviale de 0E comme combinaison linéaire
des E8 , dans le sens où on peut trouver des scalaires 01, · · · , 0= ∈ K tels que

0E = 01 · E1 + · · · + 0= · E= .

Cela motive la définition suivante

Définition 8. • Une famille ( = {E1, · · · , E=} de vecteurs de E est dite libre
si

=∑
8=1

�8E8 = 0E ⇒ �8 = 0 ∀8.

Autrement dit la seule façon d’écrire 0E comme combinaison linéaire des
E8 est la combinaison triviale.

• Une famille ( qui n’est pas libre est liée. Cela revient à dire qu’il existe
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2.5 Famille libre, famille liée

des scalaires �1, · · · ,�= non tous nuls tels que

=∑
8=1

�8E8 = 0E.

e1

e2

(a)

−2v1

v2

2v2

2v2 + v3v1

v3

(b)

Figure 4: La Figure-4a illustre une famille libre de R2, ( = {41 , 42}. La Figure-4b illustre une famille
( = {E1 , E2 , E3} qui est liée avec E1 = (1, 0), E2 = (1, 1), E3 = (0,−2).

Proposition 3. Soit E un K−ev et (1 ⊂ (2 ⊂ E deux ensembles. Alors:

• Si (1 est liée alors (2 est liée.

• Si (2 est libre alors (1 est libre.

Exercise

Soient �, � ⊂ R3 définies par

� = {(G, H, I) ∈ R3 : H − G = 0 4C I − H − 2G = 0}

� = {(G, H, I) ∈ R3 : 2G − 3H + I = 0}

1) Montrer que � est un sous-espace vectoriel de R3.

2) Soit (1 = {D1} avec D1 = (1, 1, 3).

b) En déduire que Vect((1) ⊂ �.

c) Justifier que � = Vect((1).

3) Soit (2 = (D2, D3) avec D2 = (3, 2, 0) et D3 = (1, 1, 1).

a) Montrer que +42C((2) est contenu dans �.
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2.6 Bases et dimension

b) Montrer que tout vecteur de � est combinaison linéaire des vecteurs de (2.

c) Justifier que � = Vect((2).

d) La partie � est-elle un sous-espace vectoriel de R3?

4) La famille ( = (D1, D2, D3) est-elle libre ou liée ? Que peut-on en déduire pour (1 et
(2 ?

2.6 Bases et dimension

Définition 9. Une famille ( ⊂ E est une base de E si elle libre et génératrice.

Example. • La famille {48}8=1,...,= est une base (dite canonique) de R= .

• La famille (�8 9)8 , 9 avec 8 = 1, · · · , < et 1, · · · , = des matrices dites uniter-
mes est une base de ℳ<,=(R). Chaque matrice �8, 9 ne possède qu’une
entrée non nulle qui vaut 1 est qui se trouve à l’intersection de la 8ème

ligne et la 9ème colonne (cf. Exemple- pour < = = = 2):

colonne 9
↓

�8 , 9 = ligne 8 → 1
0 0

0 0

©­­­­«
ª®®®®¬

• La famille {1, -, . . . , -=} est une base de R=[-].

• La famille {1, -, . . . , -= , . . . } est une base de R[-].

Remarque. Les examples précédents montrent en particulier qu’une base
peut contenir un nombre infini d’éléments.

Le résultat suivant montre que toute famille génératrice finie peut être réduite à une base,
essentiellement en enlevant les vecteur redondant.

Theorem 2 (de la base extraite). Soit ( une famille génératrice finie de E.
Alors on peut extraite une base � ⊂ ( de E.

Le résultat reste vraie en dimension infinie et repose sur l’Axiome du choix.
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2.6 Bases et dimension

Example. On considère la famille ( = {(−2, 0), (1, 1), (0, 1)}. On vérifie facile-
ment que ( est une partie génératrice de R2 et qu’en supprimant un de ses
vecteurs on trouver une base de R2. En effet le premier vecteur n’est rien
d’autre que −2.(1, 0) et le deuxième (1, 1) s’écrit : (1, 0) + (0, 1).

Le résultat suivant affirme que famille libre ! dansE contient au plus le même nombre
d’éléments d’une famille génératrice ( de E. En plus, ! peut être complétée de façon
convenable à partir de ( pour obtenir une base.

Theorem 3 (de la base incomplète). Soit ( une famille génératrice de E, i.e.,
Vect(() = E avec ♯(() = = et soit ! ⊂ E une famille libre telle que ♯(!) = <.
Alors

• m≤n.

• Il existe une partie � de ( avec ♯(�) = = − < telle que

Vect(! ∪ �) = E.

Définition 10. Soit E un K-ev. Si E admet une base finie (, on dite que E est
de dimension finie et on note

dim(E) = ♯(().

Si E n’a pas de base finie, on dit qu’il est de dimension infinie et on note
dim(E) = ∞.

Example. • dim({0}) = 0 (pourquoi ?).

• dim(R=) = = et dim(ℳ<,=(R)) = <=.

• dim(R=[-]) = = + 1.

• dimR(C) = 2 alors que dimC(C) = 1 (pourquoi ?).

Corollaire. Soit E un ev de dimension =. Alors

• Toute famille libre de E à = éléments est une base de E.

• Toute famille libre de E peut être étendue en une base de E.
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2.7 Somme de sous-espaces vectoriels.

Proposition 4. Soit � un sev de E avec dim(�) < ∞. Alors dim(�) ≤ dim(E)
avec égalité si et seulement si E = �.

Corollaire. Soit � un sev de E avec dim(�) < ∞. Alors toute base de � peut
être étendue en une base de E.

Exercise

Soit � ∈ R.

• Pour quelles valeurs de � les familles {(1,�), (�, 2)} et {(1, 0,�), (1, 1,�), (�, 0, 1)}
est une base de R2 et R3 respectivement.

Exercise

On considère ( = {(1, 1 + -, 1 + - + -2, 1 + - + -2 + -3}.

• Montrer que tout polynôme %(-) = 00 + 01- + 02-
2 + 03-

3 avec les 08 ∈ R s’écrit
de façon unique comme combinaison linéaire de (.

• Donner les coordonnées de % dans (.

On a vu que l’intersection de sev reste un sev. Le cas de l’union est peu plus subtile.
En effet, il est facile de ce convaincre que l’union de deux sev reste stable par multipli-
cation par des scalaire mais pas par somme de vecteur comme illustré dans la Figure-5.
Pour combler cette lacune, on introduit la notion de somme de sev.

2.7 Somme de sous-espaces vectoriels.

Soient �, � deux sev de E. On définit

� + � = {G + H : G ∈ �, H ∈ �}.

On a le résultat suivant:

Theorem 4. • � + � est un sev de E.

• � ∪ � ⊂ � + �.

13



2.7 Somme de sous-espaces vectoriels.

xy

G Fx+ y �∈ F ∪G

Figure 5: Illustration du fait que l’union de deux sev n’est pas stable par addition de vecteur.

• Tout sev � de E qui contient � ∪ � contient � + �:

� ∪ � ⊂ � + � ∪ �.

Proposition 5. On a dim(� + �) = dim(�) + dim(�) − dim(� ∩ �).

Example. On revient à l’exemple illustré par la Figure-2. La sommedes deux
plans �1 et �2 engendre R3, i.e., �1 + �2 = R3 (voir la prochaine section). On
a donc

dim(R3) = dim(�1) + dim(�2) − dim(�1 ∩ �2) = 2 + 2 − 1 = 3.

Une question naturelle qui se pose, c’est celle de l’unicité ou non de l’écriture I = G + H
avec G ∈ � et H ∈ �.

Définition 11 (Somme directe). On dit que � et � sont en somme directe si
� ∩ � = {0E}. Dans ce cas on note:

� + � := � ⊕ �.

Remarque. La condition � ∩ � = {0} exprime le fait que 0 s’écrit de façon
unique. En effet, si � ∩ � = {0} alors l’écriture G + H = 0 avec G ∈ � et H ∈ �
implique que H = −G ∈ � ∩ �, i.e., G = H = 0. Inversement, si 0 s’écrit de
façon unique G + H = 0, alors tout vecteur G ∈ � ∩� vérifie G + (−G) = 0 avec
G ∈ � et −G ∈ �, donc G = 0.

Proposition 6. � et � sont en somm directe et leur somme engendre E, i.e.,
E = � ⊕ � si et seulement si tout vecteur I ∈ E s’écrit de manière unique

14



2.7 Somme de sous-espaces vectoriels.

comme I = G + H avec G ∈ � et H ∈ �. Dans ce cas:

dim(E) = dim(�) + dim(�).

On dira que � est un supplémentaire de � dans E (et inversement).

Exercise

On considère les deux sev de � = R4

� = {(G, H, I, C) ∈ E : G + H + I + C = 0} et � = {(2G,−G, 0, G) : G ∈ E}.

• Montrer que � et � sont en somme directe.

• Soit (G, H, I, C) ∈ E. Déterminer 
 ∈ R tel que (G − 2
, H + 
, I, C − 
) ∈ �.

• En déduire que � et � sont supplémentaires.
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Matrices et systèmes linéaires

※ Matrices et systèmes linéaires

Dans ce chapitre <, =, ?, @ désignent des entiers naturels non nuls.

3.1 Calcul matriciel

Définition 12. On appelle matrice à coefficients dans K, de taille (<, =) (ou
de format < × =, un tableau de la forme

� =

©­­­­­«
011 012 · · · 01=

021 022 · · · 02=
...

...
. . .

...

0<1 0<2 · · · 0<=

ª®®®®®¬
avec les 08 9 ∈ K pour 8 = 1, · · · , < et 9 = 1, · · · , =. Ici < désigne le nombre
de ligne et = le nombre de colonnes de �. On note des fois � = (08 9)8, 9 s’il
n’ya pas de confusion.

Notation. On rappelle que l’ensemble des matrices de taille (<, =) à coefficient
dans K est noté par ℳ<,=(K) ou K<×= . Quand < = = on note tout simplement
ℳ= l’ensemble des matrices carrée de taille (=, =).

Proposition 7 (Égalité entre deux matrices). Deux matrices � ∈ ℳ<,=(K) et
� ∈ ℳ?,@(K) sont égales lorsqu’elles ont lemême nombre de lignes, lemême
nombre de colonnes et que les coefficients de même indices sont égaux.
Autrement dit:

� = � ⇐⇒ < = ?, = = @ et 08 9 = 18 9 ∀(8 , 9) ∈ {1, . . . , <} × {1, . . . , =}.

Example (Matrices particulières). • Matrice nulle:

0<,= =

©­­­­­«
0 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...
...
. . .

...

0 0 · · · 0

ª®®®®®¬
∈ ℳ<,=(K).
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3.1 Calcul matriciel

• Matrice identité:

I= =

©­­­­­«
1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...
...
. . .

...

0 0 · · · 1

ª®®®®®¬
∈ ℳ=(K)

• Matrices diagonale: elles sont de la forme:

� =

©­­­­­«
011 0 · · · 0
0 022 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0==

ª®®®®®¬
∈ ℳ=(K)

Et on écrit de façon plus compacte: � = diag(011, · · · , 0==). En particulier
I= = diag(1, · · · , 1).

• Matrices triangulaires:

* =

©­­­­­«
011 012 · · · 01=

0 022 · · · 02=
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0==

ª®®®®®¬
(triangulaire supérieure).

! =

©­­­­­«
011 0 · · · 0
021 022 · · · 0
...

...
. . .

...

0=1 0=2 · · · 0==

ª®®®®®¬
(triangulaire inféreiure).

3.1.1 Vecteurs lignes et colonnes

Définition 13. On appelle ième ligne de la matrice � ∈ ℳ<=( ) la matrice
ligne

(081, · · · , 08=) := ;8(�) ∈ ℳ1,=(K).

On appelle jème colonne de � la matrice colonne

©­­«
019
...

0<9

ª®®¬ := 2 9(�) ∈ ℳ<,1(K).
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3.1 Calcul matriciel

Example. Soit � =

(
1 2

√
2

log(2) 0 2

)
∈ ℳ2,3(R). Alors:

;1(�) = (1, 3,
√

2), ;2(�) = (log(2), 0, 2),

et

21(�) =
(

1
log(2)

)
, 22(�) =

(
2
0

)
, 23(�) =

(√
2

2

)
.

3.1.2 Opérations sur les matrices

Définition 14 (Somme et multiplication par scalaires). Soient �, � ∈ ℳ<,=(K).
Alors la somme � + � := � = (28 9)8 , 9 est définie par

28 9 = 0089 + 18 9 , ∀(8 , 9) ∈ {8 , · · · , <} × {1, · · · , =}.

Soit � ∈ K, alors �� = � est définie par

28 9 = �08 9 , ∀(8 , 9) ∈ {8 , · · · , <} × {1, · · · , =}.

Example. On considère � = 3 et

� =

(
2 −1 0
−4 3 7

)
, � =

(
−1 0 2
5 −3 5

)
, � =

©­­«
1 −1
−2 −1

2
5 −1

3

ª®®¬ .
On a

� + � =

(
1 −1 2
1 0 12

)
, � − � =

(
3 −1 −2
−9 6 2

)
,�� =

©­­«
3 −3
−6 −3

2
15 −1

ª®®¬ .
Définition 15 (Transposée d’une matrice). La transposée d’une matrice est
la matrice ayant pour lignes les colonnes de la matrice de départ. Si � ∈
ℳ<,=(K), on note sa transposée par �) qui appartient à ℳ=,<(K). En parti-
culier, si �) = � = (18 9)8 9 alors

∀(8 , 9) ∈ {1, · · · , =} × {1, · · · , <}
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3.1 Calcul matriciel

Proposition 8. Soient �, � ∈ ℳ<,=(K) et � ∈ K, alors

• ∀8 = 1, · · · , = ;8(�)) = 28(�).

• ∀9 = 1, · · · , < 2 9(�)) = ; 9(�).

• (�))) = �.

• (� + �)) = �) + �) et (��)) = ��) .

Example. • On a I)= = I= .

•

(
3 −1
4 0

))
=

(
3 4
−1 0

)
.

•
©­­«
2 −1
3 0
2 4

ª®®¬
)

=

(
2 0 2
−1 3 4

)
.

Produit de matrice: échauffement Soit � =
©­­«
0 1 2

3 4 5

9 ℎ 8

ª®®¬ et - = (G, H, I)) . En

effectuant le produit scalaire de chaque ligne de � avec - on a

�- =
©­­«
0G + 1H + 2I
3G + 4H + 5 I

9G + ℎH + 8I

ª®®¬ = G21(�) + H22(�) + I23(�).

Maintenant on considère � =
©­­«

 � �

� � �

� � )

ª®®¬. De la même manière on a


�21(�) = 
21(�) + �22(�) + �23(�)
�22(�) = �21(�) + �22(�) + �23(�)
�23(�) = �21(�) + �22(�) + )23(�).

On voit que le produit de � et chaque colonne de � donne un vecteur colonne. Cela serait
une façon naturelle de définir les colonnes de ce qui serait la matrice produit ��. Cela
motive la définition suivante.
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3.1 Calcul matriciel

Définition 16 (Produit de matrice). Soit � ∈ ℳ<,=(K) et � ∈ ℳ=,?(K). Alors
le produit �� est bien définit et donné par �� = � := (28 9)8, 9) avec

28 9 =

=∑
:=1

08:1: 9 = ;8(�) · 2 9(�), ∀(8 , 9) ∈ {1, · · · , <} × {1, · · · , ?}.

Remarque. On ne peut définir le produit de deux matrice que si les tailles
sont compatibles. Si � ∈ ℳ<,=(K) et � ∈ ℳ?,@(K) alors on peut effectuer le
produit �� que si ? = = et le produit �� que si @ = <.

Example. On considère � =

(
1 −2 3
−2 2 −6

)
∈ ℳ2,3(R) et � = (2, 1,−1)) ∈

ℳ3,1(R). Alors
�� = (−3 4)) ∈ ℳ2,1(R).

Proposition 9. Soient �, �, � ∈ ℳ<,=(K), �, � ∈ ℳ=,?(K), � ∈ ℳ?,@(K) et
�, � ∈ K. Alors

• �(��) = (��)� = �(��).

• (� + �)� = �� + �� et �(� + �) = �� + ��.

• �(��) = (��)�.

• (� + �)) = �) + �) .

• (��)) = �)�) .

3.1.3 Inverse d’une matrice

Définition 17. On dit que � ∈ ℳ=(K) est inversible s’il existe une matrice
� ∈ ℳ=(K) telle que

�� = �� = I= .

On note la matrice � par �−1 et est appelée la matrice inverse de �.

Notation. On note par GL=(K) (groupe linéaire) l’ensemble des matrices in-
versible de taille (=, =).
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3.2 Opérations élémentaires sur les matrices

Proposition 10. Soient �, �GL=(K). Alors �� ∈ GL=(K) et

• (��)−1 = �−1�−1.

• (�−1)) = (�))−1.

3.2 Opérations élémentaires sur les matrices

3.2.1 Transvection de lignes

Définition 18. Soit � ∈ ℳ<,=(K), ℎ, : ∈ {1, · · · , <} avec ℎ ≠ : et � ∈ K.
Effectuer sur � la transvection de rapport � de la ligne : sur la ligne ℎ con-
siste à ajouter à chaque composante de ;:(�) le produit par � à l’entrée de �
située à l’intersection de la colonne de cette entrée avec ;:(�).

D’après cette définition, si la matrice obtenue est � = (18 9)8 9 , alors

18 9 =

{
08 9 si 8 ≠ :,

0: 9 + �0: 9 si 8 = ℎ.

Ou encore, en fonction des lignes de �, pour tout 8 = 1, · · · , <:

;8(�) =
{
;8(�) si 8 ≠ :

;:(�) + �;:(�) si 8 = ℎ.

Proposition 11. Le résultat de la transvection de rapoort � de ;:(�) sur ;ℎ(�)
est égale au produit obtenu en multipliant à � à gauche par

I< + ��ℎ,: .

Example. Soit � =
©­­«
0 1 2 3

0′ 1′ 2′ 3′

0′′ 1′′ 2′′ 3′′

ª®®¬. Le résultat de la transvection de rap-

port� = 2de ;3(�) sur ;1(�)donne Soit � =
©­­«
0 + 20′′ 1 + 21′′ 2 + 22′′ 3 + 23′′

0′ 1′ 2′ 3′

0′′ 1′′ 2′′ 3′′

ª®®¬.
Notation. On note par Tℎ,:(�) la matrice I< + ��ℎ,: .
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3.2 Opérations élémentaires sur les matrices

Example (À connaître). • On distingue deux matrices de transvection de
taille (2, 2):

T1,2(�) =
(
1 �

0 1

)
, et T2,1(�) =

(
1 0
� 1

)
.

• On distingue six matrices de transvection de taille (3, 3):

T1,2(�) =
©­­«
1 � 0
0 1 0
0 0 1

ª®®¬ , T2,1(�) =
©­­«
1 � 0
� 1 0
0 0 1

ª®®¬ ,
T1,3(�) =

©­­«
1 � 0
0 1 0
0 0 1

ª®®¬ , T2,1(�) =
©­­«
1 0 �

0 1 0
� 0 1

ª®®¬ ,
T2,3(�) =

©­­«
1 0 0
0 1 �

0 0 1

ª®®¬ , T3,2(�) =
©­­«
1 0 0
0 1 0
0 � 1

ª®®¬ .
3.2.2 Dilatation de lignes

Définition 19. Soit � ∈ ℳ<,=(R), ℎ ∈ {1, · · · , <} et � ∈ R∗. Effectuer sur
� la dilatation de rapport � de la ligne ℎ consiste à multiplier par � chaque
entrée de ;ℎ(�).

D’après cette définition, si la matrice obtenue est � = (18 9)8 9 , alors

18 9 =

{
08 9 si 8 ≠ ℎ,

�0ℎ 9 si 8 = ℎ.

Example. Soit � =
©­­«
0 1 2 3

0′ 1′ 2′ 3′

0′′ 1′′ 2′′ 3′′

ª®®¬. Le résultat de la dilatation de rapport

� = 3 de ;2(�) donne Soit � =
©­­«
0 1 2 3

30′ 31′ 32′ 33′

0′′ 1′′ 2′′ 3′′

ª®®¬.
Notation. On note uℎ(�) =

∑<
9=1, 9≠ℎ 4 9 + �4ℎ .
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3.3 Échange de lignes

Proposition 12. Le résultat de la dilatation de raport � de ;ℎ(�) sur est égale
au produit obtenu en multipliant à � à gauche par

Dℎ(�) := diag(uℎ(�)).

Example (À connaître). • On distingue deuxmatrices de dilatation de taille
(2, 2):

D1(�) =
(
1 0
0 �

)
, et D2(�) =

(
� 0
0 1

)
.

• On distingue trois matrices de transvection de taille (3, 3):

D1(�) =
©­­«
� 0 0
0 1 0
0 0 1

ª®®¬ , D2(�) =
©­­«
1 0 0
0 � 0
0 0 1

ª®®¬ ,D3(�) =
©­­«
1 0 0
0 1 0
0 0 �

ª®®¬ .
3.3 Échange de lignes

Définition 20. Soit� ∈ ℳ<,=(R), ℎ, : ∈ {1, · · · , <} et� ∈ R∗. Effectuer sur�
l’échange de ;:(�) et ;ℎ(�) consiste à remplacer chaque composante de ;ℎ(�)
par la composante de ;:(�) située sur la même colonne et inversement.

Si la matrice obtenue en échangeant ;:(�) et ;ℎ(�) est � = (18 9)8 9 , alors

18 9 =


08 9 si 8 ≠ ℎ et ≠ :,

0: 9 si 8 = ℎ,

0ℎ 9 si 8 = :.

Remarque. Effectuer sur� l’échange de ;ℎ(�) et ;:(�) revient à effectuer suc-
cessivement les opération suivantes:

• Transvection de rapport 1 de ;:(�) sur ;ℎ(�), cela revient à multiplier �
par Tℎ,:(1). La matrice obtenue � = Tℎ,:(1)�.

• Transvection de rapport −1 de ;ℎ(�) sur ;:(�), cela revient à multiplier �
par T:,ℎ(−1). La matrice obtenue � = T:,ℎ(−1)�.

•
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3.3 Échange de lignes

• Transvection de rapport 1 de ;:(�) sur ;ℎ(�), cela revient à multiplier �
par Tℎ,:(1). La matrice obtenue � = Tℎ,:(−1)�.

• La dilatation de rapport −1 de ;:(�). La matrice finale est donc � =

Dℎ(−1)�, soit

� = Dℎ(−1)Tℎ,:(−1)T:,ℎ(−1)Tℎ,:(1)�.
Illustrons ça par l’exemple suivant:

Example. Soit � =
©­­«
0 1 2 3

0′ 1′ 2′ 3′

0′′ 1′′ 2′′ 3′′

ª®®¬. On veut échanger les lignes 1 et 3.

• Transvection de rapport 1 de ;3(�) sur ;1(�), cela donne

� =
©­­«
0 + 0′′ 1 + 1′′ 2 + 2′′ 3 + 3′′
0′ 1′ 2′ 3′

0′′ 1′′ 2′′ 3′′

ª®®¬
• Transvection de rapport −1 de ;1(�) sur ;3(�), cela donne

� =
©­­«
0 + 0′′ 1 + 1′′ 2 + 2′′ 3 + 3′′
0′ 1′ 2′ 3′

−0 −1 −2 −3

ª®®¬
• Transvection de rapport 1 de ;3(�) sur ;1(�), cela donne

� =
©­­«
0′′ 1′′ 2′′ 3′′

0′ 1′ 2′ 3′

−0 −1 −2 −3

ª®®¬
• La dilatation de rapport −1 de ;3(�). La matrice finale est

� =
©­­«
0′′ 1′′ 2′′ 3′′

0′ 1′ 2′ 3′

0 1 2 3

ª®®¬
.

Proposition 13. Le résultat de l’échange des lignes ;ℎ(�) et ;:(�) est égale
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3.4 Matrices et systèmes triangulaires

au produit obtenu en multipliant à � à gauche par

Pℎ,; := Dℎ(−1)Tℎ,:(1)T:,ℎ(−1)Tℎ,:(1) ∈ ℳ<,<(R).

La matrice Pℎ,: est la matrice dont les seules composantes non nulles valent 1 et sont
d’indices soit (ℎ, :), soit (:, ℎ) soit (8 , 9) avec 8 ≠ ℎ et 9 ≠ :.

Example (À connaître). • Il existe exactement une seule matrice d’échange
de taille (2, 2):

P1,2(�) =
(
0 1
1 0

)
.

• Il existe trois matrices d’échange de taille (3, 3):

P1,2 =
©­­«
0 1 0
1 0 0
0 0 1

ª®®¬ , P1,3 =
©­­«
0 0 1
0 1 0
1 0 0

ª®®¬ ,P2,3 =
©­­«
1 0 0
0 0 1
0 1 0

ª®®¬ .
Exercise

Un matrice carrée ( de taille = × = est dite scalaire lorsqu’elle est colinéaire avec I= .

• Soit ( une matrice scalaire de taille 2×2. Trouver deuxmatrices de dilatations�1,�2

telles que ( = �1�2.

• Soit ( une matrice scalaire de taille 3 × 3. Trouver deux matrices de dilatations
�1,�2, �3 telles que ( = �1�2�3.

• Montrer que pour toute matrice carrée � de taille =×= et pour toute matrice scalaire
( de taille = × =, on a �( = (�.

• Si � est une matrice diagonale de taille 2 × 2 telle que �) = )� pour toute matrice
de transvection ) de taille 2 × 2, montrer que � est scalaire.

3.4 Matrices et systèmes triangulaires

3.4.1 Profondeur et pivot d’un vecteur

Définition 21. Soit G = (G1, · · · , G=) ∈ R= \ {0}. On appelle profondeur de
G et on la note pf(G), le plus petit entier qui est l’indice d’une composante
non nulle de G. La composante de G dont l’indice est la profondeur de G est
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3.4 Matrices et systèmes triangulaires

appelée pivot de G et est notée pv(G).

Example. On a

pf((0, 1)) = 2, pf((3, 0)) = 1, pf((0, 0, 2)) = 3, pv((3, 1)) = 3, pv((0, 0, 2)) = 2.

Par convention pf(0R= ) = = + 1 mais il n’a pas de pivot.

Proposition 14. Soit : ∈ {1, · · · , = + 1} et G, H ∈ R= .

• Si pf(G) ≥ : et pf(H) ≥ : alors

pf(G + H) ≥ :.

• Si pf(G) < pf(H) alors G et G+ H on la même profondeur et le même pivot.

3.4.2 Matrice, matrice élargie d’un système

Définition 22. Étant donnée un système linéaire de < équation en = incon-
nues

(S) :


011G1 + · · · + 01=G= = 11

...
...

0<1G1 + · · · + 0<=G= = 1<

(1)

qui s’écrit matriciellement de la forme �- = � où

� =
©­­«
011 · · · 01=
...

. . .
...

0<1 · · · 0<=

ª®®¬ , � =
©­­«
11
...

1<

ª®®¬ , et - =
©­­«
G1
...

G=

ª®®¬ . (2)

La matrice � ∈ ℳ<,=(R) est appelée matrice du système (S), la matrice � ∈
ℳ<,1(R) est appelée colonne du second membre de (S), et - ∈ ℳ=,1(R) la
colonne des inconnues. La matrice élargie du système (S) est la matrice de
taille < × (= + 1)

�̃ = [��],

dont les = premières colonnes sont celles de � est la dernière est �.

Un cas particulière de systèmes est le suivant
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3.4 Matrices et systèmes triangulaires

Définition 23. Un système linéaire (S) est dit triangulaire si sa matrice � est
triangulaire supérieure dont toutes les entrées diagonales sont non nulles.

Pour résoudre (S) dans le cas triangulaire, on procède comme suit. Comme 088 ≠ 0,∀8 =
1, · · · , =. Comme pf(;=(�)) = =, la =ème équation donne 0==G= = 1= , soit G= = 1=/0== .
On injecte la valeur de G= dans la (= − 1)èmes équations. Cela donne un système tri-
angulaire à (= − 1) équation en (= − 1) inconnues. On répète ce processus jusqu’à la
première équation et ainsi retrouver toutes les valeurs des G8 . On parle ici de remontrée
triangulaire.

Example. Soit � =

©­­­­«
5 −1 2 3
0 1 −1 4
0 0 2 1
0 0 0 3

ª®®®®¬
et � =

©­­­­«
1
−1
−3
3

ª®®®®¬
. On s’intéresse à la solu-

tion du système �- = �, c’est-à-dire du système linéaire

(S)


5G1 − G2 + 2G3 + 3G4 = 1

G2 − G3 + 4G4 = −1
2G3 + G4 = −3

3G4 = 3.

. La dernière équation donne G4 = 1. On obtient un système

(S1)


5G1 − G2 + 2G3 = −2

G2 − G3 = −5
2G3 = −4.

. De même, la dernière équation donne G3 = −2 et le système devient

(S2)
{

5G1 − G2 = 2
G2 = −7.

On obtient G2 = −7 et la première équipe donne G1 = −1. Le système (S)
admet donc un unique solution G = (−1,−7,−2, 1).

On finit ce paragraphe avec le résultat suivant

Theorem 5. Tout système triangulaire admet une unique solution.
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3.4 Matrices et systèmes triangulaires

3.4.3 Matrices échelonnées

Définition 24. Une matrice � ∈ ℳ<,=(R) est dite échelonnée (en lignes) si

1. ses vecteurs lignes sont de profondeurs croissantes en allant du haut
vers le bas

pf(;8(�)) < pf(;8+1(�)), ∀8 = 1, · · · , = − 1.

2. si deux lignes sont de même profondeur, alors ils sont nuls, i.e., pour
8 ≠ 9

pf(;8(�)) = pf(; 9(�)) ⇒ ;8(�) = ; 9(�) = 0< .

Example. • La matrice nulle 0<,= est échelonnée.

• Lamatrice� =

(
0 0
1 2

)
n’est pas échelonnée carpf(;1(�)) = 3 etpf(;2(�)) =

1.

• Lamatrice� =
©­­«
1 0 0 0
1 2 3 4
0 0 1 2

ª®®¬n’est pas échelonnée carpf(;1(�)) = pf(;2(�))

mais les deux lignes ne sont pas nulles.

• La matrice � =

©­­­­­­«

0 1 2 3 4 5
0 0 0 1 2 3
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

ª®®®®®®¬
est échelonnée. Les lignes ;5(�) et

;4(�) sont de même profondeur (ici, 7) et sont nulles.

• Toute matrice de la forme diag(01, · · · , 0=) avec les 08 ≠ 0 est échelonnée.

3.4.4 Résolution d’un système échelonné

Définition 25. Un système (S) est dit échelonnée si sa matrice est échelon-
née. On dira que (S) est consistent ou compatible si l’ensemble de ses solu-
tion est non vide.

Méthode à retenir Soit (S) un système échelonné de < équations en = inconnues.
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3.4 Matrices et systèmes triangulaires

Compatibilité: Si le système échelonné donne lieu à des équations de la forme:

0G1 + · · · + 0G= = 1 ≠ 0,

alors le système est incompatible.

Observer: Repérer les pivots et en déduire les inconnues principales, i.e., celles dont
les indices sont les profondeurs des vecteurs lignes de la matrice du système.

Paramétrer: Soustraire aux deux membres de chaque équation du système tous les ter-
mes du premier membre où figurent les inconnues auxiliaires.

Résolution: On obtient un système triangulaire en les inconnues principales où les
inconnues auxiliaires figurent comme paramètres dans les seconds membres.

Example. On considère le système suivant

(S)


G1 + G2 + G3 + G4 + G5 + G6 = 1
G2 + 2G3 + 3G4 + 4G5 + 5G6 = 15

G4 + 2G5 + 3G6 = 6
3G6 = 1.

On voit bien que le système est compatible. En observant les profondeurs
des lignes, les inconnues principales sont donc G1, G2, G4, G6 et les inconnues
auxiliaires sont G3, G5. Le système devient

(S′)


G1 + G2 + G4 + G6 = 1 − G3 − G5

G2 + 3G4 + 5G6 = 15 − 4G5 − 2G3

G4 + 3G6 = 6 − 2G5

3G6 = 1.

Qui est un système triangulaire en les variables principales. On trouve G6 =

1, le nouveau système est

(S′′)


G1 + G2 + G4 = −G3 − G5

G2 + 3G4 = 10 − 4G5 − 2G3

G4 = 3 − 2G5.

On applique à nouveau la méthode de remontée, en remplaçant G4 par sa
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valeur dans les deux premières équations. Cela donne

(S′′′)
{
G1 + G2 = −3 − G3 − G5

G2 = 1 + 2G5 − 2G3.

On trouve finalement G1 = −4 + G3 − G5. L’ensemble des solution de (S) est
donc de dimension infinie et dépend des deux paramètres G3, G5:

( = {(−4 + G3 − G5, 1 − 2G3 + 2G5, G3, 3 − 2G5, G5, 1), G3, G5 ∈ R}.

3.4.5 Méthode du pivot de Gauß

La méthode du pivot de Gauß consiste à effectuer une suite d’opérations élémentaires
sur les lignes afin de transformer une matrice donnée en une matrice échelonnée. La
méthode s’applique à la matrice élargie d’un système linéaire quelconque, de sorte que
tout système linéaire est équivalent à un système linéaire échelonné ou encore pour le
calcul de l’inverse d’une matrice.

Lemma 1. Étant donné D, E ∈ R= \ {0} avec pf(D) = pf(E) = :. Alors il existe
un unique � ∈ R tel que pf(D + �H) > :. En effet � = −pv(D)/pv(E).

Définition 26. On appelle opération sur les lignes d’une matrice � toute ap-
plication O : R<×= → R<×= qui est composée d’opérations élémentaires sur
les lignes: O = �1 ◦ · · · ◦ �= où les �8 sont des matrices élémentaires (dilata-
tion, échange ou transvection).

Étapes de la méthode: Étant donnée une matrice � ∈ R<×= , le but est de trouver
une opération O et une matrice échelonnée " telles que " = O(�).

• Choix du pivot: On choisit un vecteur ligne de �, disons ;8(�), de profondeur aussi
petite que possible.

• Échange de lignes: Si la ligne choisie n’est pas ;1(�) on effectue l’échange de ;1(�) et
;8(�), cela donne une matrice �1 = %� où % est une matrice d’échange.

• Nettoyage sous le pivot: On effectue sur une ligne demême profondeur que ;1(�1), s’il
en existe, la transvection de lignes de la première avec un rapport bien choisi pour que
la ligne obtenue soit de profondeur plus grande que la première (voir Lemme-1). On
obtient ainsi �2 = )(�1) = )%(�) où ) est une matrice de transvection. On répète
le procédé pour toute ligne de même profondeur que la première, obtenant ainsi une
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3.4 Matrices et systèmes triangulaires

matrice "1 = 01(�) dont toutes les lignes autres que la première ont une profondeur
plus grande que la première, où l’opération 01 est composée d’opérations élémentaires
de transvection et d’échange.

• Répéter: On répète le même processus sur lamatrice"1 avec des opérations ne faisant
pas intervenir ;1("1).

Example. On considère la matrice suivante
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