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Bases d’analyse convexe et optimisation Chapitre 0

Ces notes constituent un support de cours pour 'UE Bases d’analyse convexe et opti-
masation dispensée en 17 année & TENSIMAG. L’équipe pédagogique est composée
de : Hamza Ennaji, Sylvain Meignen, Chloé Gergely, Anderson Augusma et Maxime
Louis.

Ce polycopié s’appuie principalement sur les références bibliographiques suivantes (dé-
tails en fin de document) :

e [1] et [2] pour les fondements géométriques et I’analyse convexe;
e [3, 4] et [5] pour 'optimisation convexe;
e [4] pour les algorithmes et les aspects numériques;

e [6] pour 'analyse variationnelle.

Les notes sont réguliérement mises & jour. N’hésitez pas & me signaler toute coquille,
erreur ou suggestion d’amélioration.




Bases d’analyse convexe et optimisation

Chapitre 1.

Rappels et préliminaires

Tout au long de ce cours, on travaillera sur E = R™ avec n € N.

1.1 Normes et distances

Définition 1 (Norme). Une norme sur R" est une application N : R® — R* vérifiant

1. N(z) =0ssiz =0,
2. N(Az) = |M\|N(x) pour tout A € R et x € R,
3. N(z +y) < N(z)+ N(y) pour tout z,y € R".

Exemple 1. On définit la norme euclidienne sur R™ (notée || - || ou || - ||2) par

n 1/2
[l = (Z w?) :
i=1

Plus généralement, pour 1 < p < oo, on définit la norme [, par

@ 1/p
lzllp = <Z|wi|”> :

=1

Pour p = oo
[Z]loo =  max |z;].
i=1,,n

Définition 2 (Métrique). Soit N une norme sur R”. On note par dy : R" x R” — Rt la distance
induite par N, qui est définie par

dN(m7y) = N((E - y)7 any € an
et vérifie

1. dy(z,y) =0ssixz =y,
2. dy(z,y) =dn(y,x), Yo,y € R™,

3. dN<x7y) < dN(xVZ) + dN(z,y)Nx,y,z € R™

Définition 3 (Produit scalaire). Soient x,y € R™. On note par (x,y) le produit scalaire usuel de

x et y, défini par
n
<(L‘7y> = szyz
i=1

On dira que z et y sont orthogonaux si (z,y) = 0.
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Remarque 1. On notera que ||z||o = (x,z)/2.

Définition 4 (Boules). Soit N une norme sur R™ et » > 0. On note By (z,r) la boule fermée de
centre x et de rayon r pour la norme N.

Définition 5 (Ensemble borné). On dira que Q C R™ est borné s'il existe R > 0 tel que Q C
Bn(0, R).

Remarque 2. Dans toute la suite, sauf mention contraire, les boules sont définies pour la norme
euclidienne.

Définition 6 (Somme de Minkowski). Soit A, B C R™ et A € R on définit
M :={da: a€ A}

La somme de Minkowski de A et B est définie par

A+B:={a+b: ac Abe B}.

1.2 Topologie

Définition 7 (Ensemble ouvert, Ensemble fermé). Soient N une norme sur R™. Un ensemble
U C R”™ est un ouvert par rapport a la norme N si pour tout z € U il existe r > 0 tel que
By(z,r) CU.

Un ensemble F' C R™ est fermé si son complémentaire F'° := R™ \ F est un ouvert.

Théoreme 1. 1. Les ensembles () et R™ sont a la fois ouverts et fermés.

2. Toute union d’ouverts est toujours un ouvert. Toute intersection finie d’ouverts est un
ouvert.

3. Toute union finie de fermés est un fermé. Toute intersection de fermés est un fermé.

Proposition 1. Un ensemble F C R™ est fermé si et seulement si V(x,,), € FN

(hm xnzx):>m€F.

n—oQ

Définition 8. Soit 2 C R™.
1. On dit que z € 2 est un point intérieur a Q s’il existe € > 0 tel que By(z,e) C .
L’ensemble des points intérieurs a  est noté int(2) ou Q.
2. On dira que € est ouvert si int(€2) = .
3. L’adhérence de €2, noté cl(2) ou Q est 'ensemble R™ \ int(R™ \ ).
4. Le bord de Q est 9Q = Q \ int(9).




Bases d’analyse convexe et optimisation Chapitre 1

Définition 9 (Ensemble compact). On dira que  C R™ est compact s’il est fermé borné dans
R™.

Théoréme 2. Soit 2 C R™ un compact. Alors de toute suite (), € QY on peut extraire une
sous-suite convergente.

Théoréme 3 (Weierstrass). Soit f : @ C R™ — R une fonction continue avec 2 un compact.
Alors f est bornée et atteint ses bornes, i.e., Jx,,x* € Q tels que

f(z) = sup f(z) et f(z.) = inf f(2).

e

1.3 Calcul différentiel

1.3.1 Fonctions dérivables, fonctions différentiables

Définition 10. Une fonction f : R — R est dite dérivable en un point a € R g’il existe I, € R tel

que
w — 1y, lorsque h — 0.

Cela revient a dire que
fla+h) = f(a) + hly + eq(h)|h],

avec £,(h) — 0 quand h — 0.

Définition 11. Soit f : U C R™ — RP avec U un ouvert. On dit que f est différentiable en a € U
s’il existe une application linéaire L, : R™ — RP? telle que, pour tout h € R” tel que a +h € U

fla+h) = f(a) + La(h) + €a(h) |2l -
De fagon équivalente

Ve >0,35. >0: ||hlloc <. = ||f(a+h)— f(a) — La(h)|| < €||hlloo

Remarque 3. Rappelons les résultats suivants:

1. Une fonction différentiable en un point a € U est continue en a.

2. La différentiabilité d’une fonction vectorielle en un point équivaut a celle de toutes ses
fonctions composantes.

3. Quand n = p = 1, les notions de différentiabilité et dérivabilité coincident.

1.3.2 Dérivées partielles

Définition 12. Soit f : U C R™ — RP avec U un ouvert et fixons k € {1,--- ,n}. On dit que f
admet une dérivée partielle par rapport a sa kéme variable en a € U si

fla+tey) — f(a)
[

admet une limite quand ¢ — 0. On note cette limite %(a). Ici, {e1, - ,en} est la base
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canonique de R™.

1.3.3 Jacobienne et Gradient

Définition 13. Soit f : U € R™ — RP avec U un ouvert. Supposons que f admet en a € U des
dérivées partielles par rapport & toutes ses variables. La matrice Jacobienne de f en a s’écrit

g—gua) g:fj; @) oo %(
= (24 o 9h(a) Y2(a) --- 2L(q)
r(a) = axl(a)"”78xn a) | =

Uo(a) &2(a) ... (o)

Si p =1, on définit le gradient de f en a par

Vi) = (({i{(a)7...,£(a)>T.

1.3.4 Fonctions de classe C!

Définition 14. Soit f : U ¢ R™ — RP avec U un ouvert. On dit que f est de classe C* sur U,
et on note f € CY(U;RP) si pour tout a € U, f admet en a des dérivées partielles par rapport
A toutes ses variables et toutes les applications a — %(a) sont continues sur U pour tout
k=1,...,n.

On rappelle le résultat fondamental suivant.

Théoréme 4. Soit f € C1(U;RP) avec U C R™ un ouvert. Soit a € U, r > 0 tel que B(a,r) C U.
Pour tout h € B(a,r)
fla+h) = fa) + Jr(a)h + ca(h)]|hllco,

avec g, : B(a,r) — RP telle que ,(h) — 0 quand h — 0.

Remarque 4. Rappelons que f € C! implique que f est différentiable. La différentiabilité de f
implique la continuité de f et I'existence des dérivées partielles.

Remarque 5. Rappelons que pour tout a € U et h € R”
Ji(a)h = (Vf(a),h),
Le., Vf(a) = Jf (a).

1.3.5 Composition

Théoréme 5. Soit U C R",V C R™ deux ouverts et f : U — V,g: V — RP deux fonctions de
classe C'. Alors go f € CY(U;RP) et on a, pour tout a € U et j € {1,...,n}

0 - Jg O fx
37%(9 of)(a) = kz::l @(f(a))%j(a)'
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Cela s’exprime aussi de maniére plus compacte comme

Va € U, Jyos(a) = Jy(£(a))J5(a).

1.3.6 Dérivées partielles d’ordre deux:

Définition 15. Soit f € C*(U;R) avec U un ouvert de R”. On dit que f admet des dérivées
partielles d’ordre deux en a € U si Oy, f, ..., 04, f admettent des dérivées partielles en a. On a

0? 0 0

Supposons que f est de classe C2. On appelle matrice Hessienne de f en a, notée H(a) ou
V2 f(a) la matrice des dérivées partielles de f en a. On a

V2f(a) :—( il f(a)> :
83;]8%;‘ i,j=1,...,n

Définition 16. On dit que f : U — R est de classe C? si f est C' admettant des dérivées
partielles d’ordre deux et pour tout i,j = 1,...,n, application

2

U
@< ~ 8%’181']

f(a),

est continue.

On rappelle le résultat fondamental suivant.
Théoréme 6. Soit f € C?(U;R). Alors pour tout 4,5 =1,...,neta €U

0? 0?
amﬁxj f(a) - 8xj8xi

f(a).

Corollaire 1. Soit f € C%(U;R). Alors pour tout a € U, V2 f(a) est symétrique, i.e.,

V2f(a) = (V2f(a))" .

1.4 Structure affine de R"

1.4.1 Plans

Définition 17 (Plan). On dit que A C R™ est un plan s'il s’écrit de la forme
A=a+V={a+v: veV},

avec a € R™ et V' un sous-espace de R”.

Remarque 6. La Définition 17 nous dit qu’une partie A de R™ est un plan si elle est une trans-

lation d’un sous-espace vectoriel. Evidemment R™ est un plan. Par convention, () est un plan.

Dans la littérature, on rencontre souvent d’autres terminologies comme, ensemble affine, espace
affine, variété affine etc.
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Si A C R™ est un plan non-vide, et a € R". On considére

V={z—-y: z,yc A}

Théoréme 7. Tout plan non-vide A C R™ est la translation d’un unique sous-espace vectoriel
V' C R™ donné par
V={x—y: z,ye A} .= A— A

De plus, pour a € R™, A =a+ V si et seulement si a € A. En particulier, A est un sous-espace
si et seulement si 0 € A.

Notation. On notera par o, 0,,, Ogn» (ou tout simplement 0 s’il n’y a pas de confusion) le vecteur
nul R™.

Définition 18 (Espace vectoriel associé et dimension). Soit A C R™ un plan non-vide. Le sous-
espace V := A — A est appelé le sous-espace vectoriel associé a A (ou sous-espace caractéristique
de A) et est noté lin(A). La dimension de A, notée dim(A) est définie comme la dimension (au
sens des espaces vectoriels) de son espace associé V.

Remarque 7. Par convention dim(A) = —1 si A = (). On appellera points (resp. droites) les
plans de dimension 0 (resp. 1).

1.4.2 Droites et segments

Définition 19 (Droite). Soient x,y € R™ distincts. La droite passant par z et y, notée par D(x,y)
ou < x,y > est définie par

<z, y>={(1—-XNz+ A y: X €eR}. (1.1)
A<0 0<A<1 A>0
T (I=XNz+ Ay y

Figure 1.1: Droite passant par x et y.

D’aprés Théoréme 7 et Remarque 7, une droite de R™ est la translation d’un sous-espace de dimension
1. En vue de (1.1), on voit que

<my>=z+{My—z): AeR}
i.e., <x,y> est la translation du sous-espace engendré par y — x.

Définition 20 (Segments). Soient x,y € R™ distincts. Le segment fermé [z, y], ouvert (x,y) et
les segments semi-ouverts (z,y] et [x,y) sont définis par

1—=XNz+Ay:0< A< 1},
1-Nz+Aiy:0<A<1),
1-Nz+ y:0<A<1),
1-Nz+Ay:0< A< 1}

Y
'Y)
:E,

[
[

{
{(
(=, 9] = {(
(z,9) = {(

1.4.3 Combinaisons affines
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Définition 21. Une combinaison affine des points x1, ..., Z,, € R™ est une combinaison linéaire
m m
de la forme ) .", N\jz; avec Y .0, Ay = 1.

Exemple 2. L’ensemble des combinaisons affines de deux points distincts = et y est la droite
passant par z et y. En effet, application A — (1 —X)z+ Ay est une bijection de R vers < z,y >.

Théoréme 8. Une partie non vide A de R™ est un plan si et seulement si elle contient tous les
points de la forme (1 — A\)z + Ay pour tout z,y € A et X € R.

I Preuve. Laissée en exercice. O

Plus généralement, on a

Théoréme 9. Une partie non vide A de R™ est un plan si et seulement si elle contient toutes les
combinaisons affines de points de A.

1.4.4 Espace affine engendré ou Enveloppe affine

Définition 22. Soit A C R™. On appelle sous-espace affine engendré par A, note aff(A),
I’intersection de tous les plans contenant A.

Le résultat suivant décrit aff(A) en terme des combinaisons affines de points de A.

Théoréme 10. Soit A une partie non-vide de R™.

1. L’enveloppe affine de A est 'ensemble de toutes les combinaisons affines de point de A,
ie.,

aff(A) = {Z)\m :m>1,2q,...,0., €A, et Z)‘i =1}
i=1 =1

2. aff(A) est le plus petit sous-espace affine contenant A.

3. Pour z4,...,z, € R™
m m
aff({z1,...,am}) =D _Ximi: > Ai=1}
i=1 i=1
1.4.5 Indépendance affine
Définition 23. On dit que des points z1, ..., 2, € R™ avec m > 2, sont affinement dépendants
s’il existe des scalaires Aq, ..., \;; non tous nuls tel que
m m
i=1 i=1
On dira que la famille {z1,...,z,,} est affinement indépendante si elle n’est pas affinement
dépendante.

1.5 Vecteurs et valeurs propres
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Définition 24. Soit A € R™*™ et 0 # v € R™. On dit que v est un vecteur propre de A s’il existe
A € C tel que Av = Av. On appelle A la valeur propre associée a v. L’ensemble des valeurs
propres de A est appelé spectre de A et est souvent noté par o(A).

Soit A € R " en général o(A) C C. Si A est symétrique, alors ses valeurs propres sont réelles. On
note alors
Amax(A4) = A1 (A) > ... > Amin(A) := A (A4),

les valeurs propres de A oU Apax (respectivement Api,) est la plus grande (respectivement la plus
petite) valeur propre de A.

Théoréme 11 (Décomposition spectrale). Soit A € S™. 1l existe alors U € O(n) (i.e., UU =
UU* =1d) et une matrice diagonale D = diag(a, ..., ay,) tels que UTAU = D.

Remarque 8. Les colonnes de U représentent les vecteurs propres de A tandis que les éléments
diagonaux de D sont les valeurs propres associées.

Corollaire 2. Soit A € Sy, alors trace(A4) = > i | Ai(A) et det(A) =TI}, Ai(4).

1.6 Classification des matrices

On rappelle ici quelques résultats concernant la classification de matrices qui seront utiles pour les
conditions d’optimalité dans la Section 4.1.

Définition 25. Soit A € S™.

1. A est dite semi-définie positive, et on note A = 0, si (Az,z) > 0 pour tout z € R™.

2. A est dite définie positive, et on note A > 0, si (Az,x) > 0 pour tout x € R™ \ {0}.
3. A est dite semi-définie négative, et on note A < 0, si (Az,z) <0 pour tout z € R™.
4. A est dite définie négative, et on note A < 0, si (Az,z) < 0 pour tout x € R™\ {0}.

5. A est dite non-définie s’il existe x,y € R™ tels que

(Az,z) <0 et (Ay,y) > 0.

Proposition 2. 1. Soit A € S (respectivement dans S7 , ). Alors les éléments diagonaux de
A sont positifs (respectivement strictement positifs).

2. Soit A € S™ (respectivement dans S™ _). Alors les éléments diagonaux de A sont négatifs
(respectivement strictement négatifs).

I Preuve. Exercice. O

Pour les matrices non-définies, on a le résultat suivant.

Proposition 3. Soit A € S™. Si A posséde des éléments diagonaux strictement négatifs et positifs,
alors A est non-définie.

I Preuve. Exercice. ]

Le résultat suivant permet de classifier les matrices a partir de 'information spectrale.
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Théoréeme 12. Soit A € S™. Alors
1. AeSh, ssio(A) CRL.
2. AeSY ssio(A) CRy.
3. AeS"_ssio(A) CR.
4. AeS™ ssio(A) CR_.
5. A €S ssiil existe A\, € 0(A) tels que A > 0 et p < 0.

Preuve. Laissée en exercice (utiliser Théoréme 11). O

Remarque 9. Dans toute la suite, on s’intéressera principalement aux matrices symétriques
réelles.

1.7 Limites supérieures et inférieures de suites

Etant donnée une suite (uy,), de réels, la quantité lim w, n’a aucune raison d’exister. L’exemple
n—oo

typique est celui de u,, = (—1)". Quand la suite (uy,), est bornée, le théoréme de Bolzano-Weierstrass
assure 'existence d’une sous-suite convergente (up, ), i.e., klim Up, =1 €R.
—00

Définition 26. Soit (uy, )nen une suite a valeurs dans R. Les suites (infg>, uk)neN et (sukan uk)
sont monotones (la premiére est croissante, la seconde décroissante). On définit alors

neN

liminf u,, = lim <inf uk) = sup <inf uk> ,

n—+oo \ k>n neN \k>n

limsupu, = lim <sup uk> = inf <sup uk> .

n—-+00 k>n neN k>n

Apres cette définition formelle, la proposition suivante donne une caractérisation plus intuitive de ces
deux quantités lim sup u,, et lim inf w,,.

Proposition 4. Soit (u,)nen une suite & valeurs dans R. Alors lim inf u,, est la plus petite valeur
d’adhérence de (uy,), et limsup u, est la plus grande valeur d’adhérence de (uy,),. De plus

lim inf u,, < limsup u,,,

avec égalité si et seulement si (u, ), converge vers | = lim inf u,, = limsup u,.

Limite supérieure et inférieure

Un — n 1
' u, = (—1) (1 + ;)
o Uz — 1
I . PP o _ ____. o ___ o _____ o~ _____ PR €. o _ limsupu, =1
n—oo
: : : : : : : : - n
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
I g P ooonn- e e lim inf uy = ~1
ol . Ugk41 —> —1

Figure 1.2: Illustration des limites supérieures et inférieures de la suite u,, = (—1)" (1 + %)

10
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Exemple 3. On considére les exemples suivants

1. Siz, =1+ %, alors liminf z,, = limsup z,, = 1.

2. Siz, = (—1)", alors

5. Si x,, = n alors liminf x,, = lim sup z,, = +00.

1/k sin = 2k,

alors

liminf z, = —1, limsup z,, = 1.
3. Siz, = (—1)"+ %, alors
liminf z,, = —1, limsup x,, = 1.
4. Si z, = (—1)"n, alors
liminf x,, = —o0, lim sup z,, = +oo.

x”_{Q—l/k sin=2k+1,

liminf z,, = 0, limsup z,, = 2.

11
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1.8 Exercices

Exercice 1. Calculer le gradient des fonctions suivantes:

o fixcR"— ulx.
o f:xeR"— Ax+b e R™ avec A € R™*™ b € R™.

e f:z eR" — %(xTAz) + b7z + ¢, avec A € R"*" b € R” et ¢ € R. Méme question pour
Aesm.

o f:R"— ||Az —b|3.

o f(z) =zl

o f(z)=log (X" exp(alz +b;)), avec a1, -+ ,am € R", by, -+ by, €R.

o f(X) =logdet(X) avec X € S} .

Exercice 2. Soit f : R?2 — R une fonction de classe C' et g : R? — R définie par

9(z,y) = f(x+y,2° + 7).

Exprimer les dérivées partielles de g en (1,2) en fonction de celles de f.

Exercice 3. 1. Soit A € 8%, . Peut-on dire que les composantes de A sont positives ?

2. Soit A € S (respectivement dans S%, ). Montrer que les éléments diagonaux de A sont
positifs (respectivement strictement positifs).

3. Soit A € 8™ (respectivement dans S™_). Montrer que les éléments diagonaux de A sont
négatifs (respectivement strictement négatifs). Soit A € ™. Montrer que si A posséde des
éléments diagonaux strictement négatifs et positifs, alors A est non-définie.

Exercice 4. 1. Soient A, B € §7. Montrer que A + B € S}.

2. Soit A € R"** et posons B = AAT. Montrer que B € S7. Montrer que B € ST si et
seulement si rg(A4) = n.

3. Soient A € 8" et B € 8. Montrer que A € S} et B € ST si et seulement si

A Onxm n+m
<omm B >ES+

Exercice 5. Soit M € S} _. Montrer que |z|x = VaT Mz est une norme.

12
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Ensembles convexes

2.1 Définitions

2.1.1 Ensembles convexes
Définition 27. Soit C' C R™. On dit que C est convexe si pour tout z,y € C et tout A € [0, 1],
Ar+ (1-NyeC.

Remarque 10. Cette définition est équivalente a dire que le segment [z, y] est inclus dans C (i.e.,
[z,y] C C). La Fig. 2.1 illustre quelques exemples d’ensembles convexes et non convexes.

. . ‘ /dw

(a)

(b)

Figure 2.1: La Figure-2.1a: des ensembles convexes de R2. Figure-2.1b: ensembles non convexes.

Exemple 4. Voici quelques exemples d’ensembles convexes :

e Dans R, les seuls exemples d’ensembles convexes sont les intervalles : (a,b), [a, b], (—o0, a],
etc.

e Les boules (ouvertes, fermées) :
Bla,7r)={z €R": |z —a| <r} et Bla,7)={z€R": |z —a| <r},
avec a € R" et » > 0.

e Les hyperplans :
H={zcR": Tz =0}, avecacR"bcR.
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e Les demi-espaces (ou demi-plans), les ellipsoides.

e Soit 8" = {A € R"*" : AT = A} l'ensemble des matrices symétriques. On rappelle que
S™ est un espace vectoriel de dimension n(n+-1)/2. Les ensembles ST = {A € 8" : A = 0}
(matrices semi-définies positives) et ST, = {4 € 8" : A > 0} (matrices définies positives)
sont des ensembles convexes.

2.1.2 Ensembles affines
Définition 28. Soit C' € R™. On dit que C est affine si pour tout z,y € C et tout A € R,

Az +(1—NyeC.

Evidemment, tout ensemble affine est convexe. La réciproque n’est pas vraie.

Exemple 5. e L’ensemble des solutions S = {z € R" : Az = b} d’un systéme linéaire est un
ensemble affine.

e Soit ¥ un sous-espace vectoriel de R™ et a € R™. L’ensemble
a+FE:={a+z: x€E}

est un sous-espace affine (ou ensemble affine).

2.2 Opérations et propriétés topologiques préservant la con-
vexité

Le résultat suivant récapitule quelques opérations préservant la convexité.

Théoréme 13. 1. Soit (Cy)er une famille d’ensembles convexes de R™. Alors C' := (,.; C;
est convexe.

2. Soient C1,...,C,, des convexes de R™ et A{,..., A\, € R. Alors les ensembles

i)\ZCZ: {i)‘zxz Z; ECZ', z:l,,m}
i=1 i=1

et

m

HC’i:{(xl,...,xm): z; € Ci, i:1,...,m}

=1

sont convexes.

3. Si C C R" est convexe et @ : R™ — R™ est une application affine définie par ®(z) = Az+b
(avec A € R™*™ p € R™), alors 'image de C

o(C) = {Ax+b: x € C’}
est convexe. De méme, si D C R™ est convexe, alors I’image réciproque
o-(D) = {:c eR": &(z) € D}

est convexe.

Preuve. 1. Soient z,y € C et A € [0,1]. Alors z,y € C; pour tout ¢ € I. Par convexité des
Ci,onaz:=Xr+ (1— Ny e C; pour tout i € I. Donc z € C.

2. Voir TD.
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3. Soient y1,y2 € ®(C) et A € [0,1]. Montrons que y := Ay; + (1 — N)y2 € ®(C). Par
définition, il existe 1,29 € C tels que y; = P(x1) et yo = P(x2) (e, y1 = Ax1 + b
et y» = Axe +b). Donc y = A(Axy + (1 — Naz) + b. Par convexité de C, le point
zx = Ar1 + (1 — A)zo appartient & C, et donc y = ®(zy) € (C).

De méme, soient x1, 2o € ®~1(D). Alors ®(z1) € D et ®(x2) € D. Soit z = A\xy+(1—N)xo
avec A € [0,1]. On a

®(z) = AQz1 + (1 — N)z2) +b = AAz +b) + (1 — X)(Azo +b) = A®(x1) + (1 — A)® ().

Comme D est convexe, cette combinaison convexe appartient & D. Ainsi ®(z) € D, ce qui
signifie que z € ®~1(D).
O

Remarque 11. Dans le Théoréme 13-1, ’ensemble d’indices I est quelconque, i.e., il peut étre
infini.
Exemple 6. Soient A € R™*" et b € R™. L’ensemble suivant, appelé polyédre (ou polytope),
P={zeR": Ax <b},

est convexe. En effet, on peut voir que

m

P= m H;, avec H;={xeR": [;(A)z <b;},
i=1

o [;(A) est la i-éme ligne de A. Les ensembles H; sont des demi-espaces fermés, donc ils sont
convexes (pourquoi 7). Ainsi, P est convexe comme intersection d’ensembles convexes.

Figure 2.2: Exemples de polytopes.

Théoréeme 14. Soit C' € R™ un ensemble convexe. Alors C' est convexe.

Preuve. Soient x,y € C et A € [0,1]. Montrons que Az + (1 — \)y € C. 1l existe deux suites
(n)n €t (Yn)n d’éléments de C telles que z,, — = et y, — y quand n — oco. Comme C est
convexe, il vient que Az, + (1 — Ay, € C. En passant a la limite quand n — oo, on obtient
Ap 4+ (1= Nyn = Az + (1= Ny, ie, Az + (1 - Ny e C. O

Preuve. (bis) Il suffit de remarquer que

C=()(C+B,e),

e>0

et de conclure par le Théoréme 13-1 (sachant que la somme de deux convexes est convexe). [

Théoréme 15. Soit C' C R™ un convexe. Alors int(C') est convexe.

Avant de démontrer ce résultat, on introduit le lemme suivant.
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Lemme 1. Soit C C R™ un convexe d’intérieur non vide. Soit x € int(C) et y € C. Alors
Az + (1 —A) € C pour tout A € (0,1).

Preuve. Comme z € int(C), il existe € > 0 tel que B(z,e) C C. Soit A € (0,1) et posons
z = (1 — ANz + \y. Montrons que B(z,n7) C C pour un certain 7 > 0. Soit W tel que
lz1 — 2] < e(1—A). Comme y € C, il existe u € C tel que ||u—y|| < (e(1 =) = |Jw — z||) A\7L.
On pose v = (w — Au)/(1 — A). Comme (1 — \)z = z — Ay, il vient que

o —all = 725w — 2) + Ay — )

1
(o=l +e =X — fw—2) <e.

(2.1)

IN

On en déduit que v € C car B(x,e) C C et par la suite w = (1 — A\)v + Au € C. Finalement,
pour 7 = (1 — X)e, on a B(z,m) C C, ce qui termine le preuve. O

Preuve. du Théoréme 15. Si int(C) = 0 rien a démontrer. Sinon, soient z,y € int(C) et soit
z=(1=MXax+ Ay avec A € (0,1). Il existe € > 0 tel que B(z,e) C C. On a

B(z,(1 —=Xe) =Ay+ (1 —AN)B(z,¢) C C,

et donc z € int(C). O

Le résultat suivant se démontrer facilement grace au Lemme 1.

Proposition 5. Soit C' C R™ un convexe d’intérieur non vide. Alors

1. int(C) =C.
2. int(C) = int(C).

On termine cette partie par le résultat suivant.

Proposition 6. Soit X C R™ un compact. Alors Conv(X) est compact.

Remarque 12. En général, le passage par ’enveloppe convexe ne préserve pas le caractére fermé.
Cela peut étre vu avec ’exemple suivant. Soit

=)o) ex )

0

On vérifie facilement que X est fermé, tandis que Conv(X) = { <O

) } U R?H_ n’est ni ouvert ni

fermé.

2.3 Enveloppe convexe

Définition 29. Soient x1,...,2, € R™ Une combinaison convexe des x; est un vecteur de la
forme Y 7", A\jz; avec \; > O pour tout i =1,...,met > o Ay = 1. Onécrit A = (A,..., \p) €
A,, ou

Am:{)\:()\l,...,Am)eRm:Aizo, Vi=1,...,m et é&-:1}.
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(a)

Figure 2.3: Simplexes dans R3.

2 1

Théoréme 16. Soit C' C R™ un ensemble convexe et x1,...,x, € C. Alors pour tout A € A,,,
onay .~ Nz;€C.

Preuve. On procéde par récurrence. Pour m = 1, il n’y a rien & démontrer. Supposons que pour

tous vecteurs x1,...,T, € C et A € Ay, on a Z:’;l iz € C.
Soient maintenant x1,...,2Z,4+1 € C et A € A,41. Montrons que z := Zﬁtl Aiz; € C.
Sidpt1=1l,onal\ =---=X, =0,donc z =241 €C.
Supposons donc que A,,+1 < 1. On peut écrire :

m+1 m m )\

z= Z ATy = Z AiZi + Amt1Zmt1 = (1 — Amg1) Z #xi HAm+1Tm41-
i=1 i=1 i=1 el
Yy

On remarque que les coefficients p; = 17?;“ sont positifs et vérifient Y . p; = 1 (car

S A =1 — Api1). Par hypothése de récurrence, il s’ensuit que y € C.

Enfin, comme z = (1 — Apt1)¥ + A 1Zm+1 est une combinaison convexe de deux points de C'
(y et ya1), on conclut par définition de la convexité que z € C. O

Définition 30. Soit S C R™. On appelle enveloppe convexe de S, notée Conv(S), I’ensemble des
combinaisons convexes de points de S :

Conv(S) = {i)\lx, :m>1, ;€8 M€ Am}.

i=1

Remarque 13. 1. Dans la Définition 30, I’entier m est quelconque.

2. L’enveloppe convexe d’un ensemble S est le plus petit ensemble convexe contenant S : si
S C U avec U convexe, alors Conv(S) C U.

Proposition 7. Soit S C R™. Si S C U avec U convexe, alors Conv(S) C U.

Preuve. La preuve est immédiate. Si z € Conv(S), alors z = Y_1", \;z; avec z; € S et A =
(\i)i € Ay,. Comme S C U, alors les z; appartiennent aussi & U. Ce dernier étant convexe, il
contient Y"1, A\;z;, i.e., z € U. Donc Conv(S) C U. O

< ivi Vi Vi vex -
Le résultat suivant affirme que tout vecteur x dans ’enveloppe convexe d’un sous-ensemble S de R™
peut s’écrire comme combinaison convexe d’au plus n + 1 vecteurs de S.

Théoréeme 17 (Carathéodory). Soit S C R™ et z € Conv(S). Alors il existe 1, ...,2p41 € S tels
que x € Conv({z1,...,Tnt1}).

17



Bases d’analyse convexe et optimisation Chapitre 2

S Conv(S)

(a)

Figure 2.4: Exemple d’un ensemble non-convexe et son enveloppe convexe.

T2
z3
I
Z:
T4
Figure 2.5: Dans cet example on a « € Conv({z1,...,25}). Par le théoréme de Carathéordory = peut

s’exprimer comme combinaison d’au plus 3 vecteur. Ici, on voit bien que z € Conv({z1, z2, x5}).

Preuve. Soit z € Conv(S). 1l existe, par définition, x1,...,z, € S et A € A, tels que z =
Yot i, Supposons que A; > 0 pour tout i = 1,...,m. Sim < n+1,iln’y arien & démontrer.
Sinon, supposons m > n + 1.

Considérons la famille de vecteurs (v;)i=2,....m définie par v; = z; — z1. On remarque que cette
famille est liée puisqu’elle contient m — 1 vecteurs et que m — 1 > n. Il existe donc des réels
m . m

[2, - - -, iy 1o tous nuls tels que Y ", pv; =0, ie, >0 iz, — @) = 0.

On définit pg = — ", ;. On a par construction :

m m
Zﬂﬂizo et ZMZQ
=1 i=1

ou les p; ne sont pas tous nuls. En particulier, il existe ¢ € {1,...,m} tel que p; < 0. Pour tout

n>0,ona:
m m m m
T = ZAil'i = Z)\ixi + UZ/M%‘ = Zﬁﬂi,
i=1 i=1 i=1 i=1

avec B; = A\; + nu; et 2111 B; = 1. L’écriture 2111 Bix; est une combinaison convexe si et
seulement si 8; > 0 pour tout ¢ = 1,...,m. Comme les A; > 0, cela est vrai pour 7 € [0, €] avec

€ = MmNy, 4, <0}

i

pi
Pour n = ¢, on obtient que A\;+ + nu;+ = 0 pour un certain i* € {1,...,m}. Cela annule le
coefficient devant x;+ et fournit une combinaison convexe de x avec m — 1 vecteurs. On répéte
le processus jusqu’a obtenir une combinaison convexe avec au plus n + 1 vecteurs. ]

Exemple 7. On considére S = {z1,x2, 73,74} C R? avec

= () (o () - ()

Soit z € Conv(S) donné par = 1/8z1 +1/4xo+1/2x5+1/8x4 = % <ﬁ> Par le Théoréme 17,
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on peut représenter z par trois vecteurs de S (car n = 2). On procéde comme dans la preuve
du théoreme.

Les vecteurs u = (29 — x1), v = (23 — x1) et w = (x4 — x1) sont linéairement dépendants
(trois vecteurs dans R?). On a pou + puzv + pgw = 0 avec g = puz = 1 et uy = —1. Donc
w1 = —(uo + ps + pg) = —1. La relation de dépendance affine s’écrit —zq + xo + 23 — x4 = 0.
On a, pour n >0 :

= (1/8+nui)rr + (1/4 + nu2)ze + (1/2 + nus)es + (1/8 + nua)zs

— (1/8 = m)as + (1/4 + n)as + (1/2+n)es + (1/8 — n)as, 22)

et pour assurer que I’écriture ci-dessus est une combinaison convexe, on impose que 1/8 —n > 0,
1/4+n>0et1/24n>0,soit n € [0,1/8]. Pour n = 1/8, on obtient

3 5
x=—-x9+ -x3 (cf.Fig.2.6).

8 8
Y
L3 [ ]
&‘g T4
N
A 13 11
o 2(§, %)
.\
AN
Y
AN
[ ] 9
T T3

Figure 2.6: Illustration de I’Exemple 7.

2.4 (Coénes convexes

Définition 31 (Céne). Soit S C R™. On dit que S est un cone si pour tout © € S et A >0, on a
Ar € S.

Le résultat suivant donne une caractérisation d’un céne convexe.

Proposition 8. Un ensemble S C R™ est un cone convexe si et seulement si

l.xzeS, A>0=>X €S,

2. z,yeS= z+yes.

Preuve. Supposons que S vérifie 1 and 2. Soient x,y € S et A € [0,1]. On sait déja par 1 que S
est un cone. D’autre part, comme A > 0 et (1 —X) > 0, les vecteurs Az et (1 — A)y appartiennent
a S (toujours d’aprés 1). On déduit alors par 2 que leur somme Az + (1 — \)y appartient a S,
d’otu la convexité.

Réciproquement, supposons que S est un cone convexe. La propriété 1 découle directement de la
définition d’un cone. Soient z,y € S. Par convexité de S, on a %er %y = %(z +y) € S. Comme
S est un cone, il est stable par multiplication scalaire positive, donc x + y = 2 (%(m ol y)) €S,
d’ou 2. O

Voici quelques exemples de cones convexes.
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Exemple 8. 1. Tout sous-espace vectoriel de R™ (en particulier, 'espace R™ lui-méme et {0}).

2. Lorthant positif R = {(x1,...,2,) € R™: 21 >0,...,2, > 0}. Ou plus généralement,
un ensemble de la forme
S={zxeR": Az <0},

avec A € R™*"™ (c’est un cone polyédrique). On remarque que pour A = —I,,, on obtient
R™.
+

3. Le cone de Lorentz (ou cone du second ordre) :

" = {(z,t) eR* xR: |z]2 < t}.

Figure 2.7: Le cone de Lorentz L2

2.4.1 Points extrémaux (ou sommets)

Définition 32. Soit S C R™. On dit que = € S est un point extrémal de S s’il n’existe pas de
y,z € S avec y # z et de A € (0,1) tels que z = Ay + (1 — A\)z. On note ext(S) 'ensemble des
points extrémaux de S.

Remarque 14. Une autre définition équivalente est la suivante. Soit = € S. Alors z € ext(S5) si
et seulement s’il n’existe pas de y, z € S distincts tels que x = %

Figure 2.8: Exemple d’un point extrémal 2’ car il n'existe pas 2 # x4 € C tels que 2/ = “%2
g p p 1 2 2

tandis que = n’est pas un point extrémal.

Etant donné un convexe C' C R™, on cherche en pratique un ensemble S C R™ tel que C' = Conv(S).
On a le résultat suivant.

Théoréme 18. Soit C' = Conv(S) avec S C R™ et soit z € S. Alors z € ext(C) si et seulement
si x ¢ Conv(S\ {z}).
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Preuve. Soit € Conv(S \ {z}). Montrons que z ¢ ext(C), i.e., qu'il existe y,z € C distincts
tels que = € [y,2]. Comme xz € Conv(S \ {z}), il vient que z = Zle Aiz; avec z; € S\ {z}
pour tout i = 1,... ket A € Ay (avec A; > 0). Comme x # z; pour tout 7, on a nécessairement
k> 1.

Posons y = xp et z = Ei:ll T j‘j\k ;. On remarque que z est une combinaison convexe bien

définie (car Ef:_ll Ai =1 —Xg). Avec ce choix, on a bien

T =My + (1= M)z

Puisque A, € (0,1), z est une combinaison convexe stricte de y et z, donc z ¢ ext(C).

Inversement, supposons que = ¢ ext(C), i.e., x = (y + 2)/2 avec y,z € C et y # z. On peut
écrire y = Zle A\iz; et z = Zle wix; avec x; € S pour tout i = 1,...,k (quitte & compléter
avec des coefficients nuls pour avoir les mémes indices).

Si & # x; pour tout i, on a

k
Ytz At

Les coefficients sont positifs et leur somme vaut 1, donc x € Conv(S \ {z}).

Sinon, supposons que & = x; pour un certain 4, disons x = zp. Comme x # y et x # z, il vient
que A\ < 1 et pp < 1 (sinon, par exemple si Ay, = 1, alors y = z; = x, ce qui impliquerait z = x
et donc y = z, une contradiction). On a
k—1
Z/\ﬁmm: y+z /\k+ukx _(1— Ak + bk .
2 T2 2 F 2

i=1
En divisant par le coefficient de droite (qui est non nul car Ay + ug < 2), on obtient :

k—1

Ai + i
=) ————u;.
T
Ceci est une combinaison convexe d’éléments de S\ {z}, donc z € Conv(S \ {z}). O

Le résultat ci-dessus affirme en particulier que si C' = Conv(S) et x € ext(C), alors nécessairement
x € S (ie., S contient ext(C)). Mais en général, on ne peut pas affirmer que C' = Conv(ext(C)),
comme le montrent les exemples suivants : C' = R’ dont le seul point extrémal est 0, ou encore la
boule ouverte C' = B(0,1) qui n’a pas de points extrémaux. Le premier exemple n’est pas borné,
tandis que le deuxiéme n’est pas fermé. Le résultat suivant, dit de Krein-Milman (ou Minkowski),
assure qu'un compact convexe est égal & I’enveloppe convexe de ses points extrémaux.

I Théoréme 19 (Krein-Milman). Soit C' C R™ un compact convexe. Alors C' = Conv(ext(C)).

I Preuve. Admise. ]
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2.5 Exercices

Exercice 6. Soient C7,C> C R™ deux ensembles convexes. Montrer que les ensembles Cy N
Cy, Cy + Oy, Cy x C5 sont convexes.
Exercice 7. Montrer que les ensembles suivants sont convexes:

1. L={x+1td: t € R} avec z,d € R" et d # 0.

2. Les boules ouvertes et fermées: B(a,r), Bf(a,r) avec a € R™,r > 0.

w

.H={zeR": aTx =0}, ac R",beR.

=

.H-={zeR": a’z<b}, aec R",beR.

Exercice 8. On note par
S, ={A€S,: 2"Az > 0: pour tout z € R™\ {0}}
I’ensemble des matrice symétriques définies positives et
St={AeS8": vTAz >0: pour tout z € R"}
I’ensemble des matrice symétriques semi-définies positives.

e Montrer que S et S, sont convexes. Montrer que S% est un cone, i.e., pour tout A > 0
et A€ S, onalAeSt.

e Montrer que S¥ est fermé. Qu’elle est 'adhérence de S%, ?

Exercice 9. Soient S,T C R™. Montrer que:

e Si S C T alors Conv(S) C Conv(T).

e Conv(S + T) = Conv(S) + Conv(T)

e Conv(Conv(S)) = Conv(S).

e Montrer que Conv(S x T') = Conv(S) x Conv(T).

Exercice 10. Soit C' C R™ vérifiant la propriété dite de demi-somme:
T+
z,y € C = Ty eC.

C est-il convexe 7 Que dire si C est supposé étre fermé ?

Exercice 11. Montrer que
{1‘ eR?: |1‘1| ar |1‘2| < 1} = BHHI(O’ 1) = Conv(el, —e1, €2, —62),

e1 et ey étant les vecteurs de la base canonique de R%. Quels sont les points extrémaux de
By, (0,1).
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Exercice 12. Soient C7,Cy C R™ xR™ deux ensembles convexes. Montrer que la somme partielle
de C; et C5 définie par

C = {(xvyl +y2) SRS RmayhyZ S an (m7y1) S Cl, (m7y2) € 02}7

est convexe

Exercice 13. Soit a € R™ et considérons les deux hyperplans paralléles suivants
H;={zxeR": a¥z = b;},pour i =1,2.

Calculer la distance entre Hy et Ho.

Exercice 14. Soient a # b € R™ et § € [0, 1]. On considére I'ensemble
Vo={z eR": |z —a|] <0|z—0|}.

Montrer que V; est un demi-plan, i.e., s’écrit de la forme {x : u"z < 7} pour u € R",r € R &
préciser. Que devient Vy pour # <1 7. Pour 6 > 17

Exercice 15. Soit C' C R™ un cone. Le cone dual de C' est définie par

C*={yeR": (y,z) > 0 pour tout x € C'}.

1. Montrer que C* est un cone convexe fermé (méme si C' n’est pas convexe).

2. Montrer que si C, Cs sont des cones convexes tels que C; C Cy, alors C5 C Cf.

w

. Montrer que (L")* = L™ avec

L™ = {(f) eR™: |z| <, xER",tGR}.

4. Montrer que le cone dual de K = {(¥) : [|x[|1 <t} est

& ={ (%) el <1}
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Chapitre 3.

Fonctions convexes

Dans cette section, on considére un ensemble convexe C' de R".
Définition 33. On dit qu’une fonction f: C — R est convexe si

FOz+ (1 =Ny) <Af(x)+ (1 -=XNf(y), Vx,ye C,VXe]|0,1].
On dit que f est strictement convexe si

FOz+ 1 =Ny) <Af(x)+ Q=N f(y), Vr,yeCxz#y,Vre(0,1).

On dit que f est concave si —f est convexe.

Figure 3.1: Illustration de I'inégalité de convexité dans la Définition 33: la corde liant les deux points
(z, f(x)) et (y, f(y)) est au dessus du graphe de f.

Exemple 9. Voici quelques exemples de fonctions convexes :

e Les normes : f(z) = ||z|| sur R™.

e Les fonctions affines : f(z) = a’z + b, avec a € R" et b € R.

La fonction f(x) = —log(z) est convexe sur R .

La fonction f(x) = e’ est convexe sur R pour tout A € R.

e La fonction f(x) = |z|P est convexe sur R pour tout p > 1.

D’apreés la Définition 33, une fonction f est convexe si I'image par f d’une combinaison convexe de
deux points et y est plus petite que la combinaison convexe des valeurs f(z) et f(y). Cette propriété
s’étend a la combinaison convexe de n’importe quel nombre de vecteurs.

Théoréme 20 (Inégalité de Jensen). Soit f : C — R une fonction convexe. Alors pour tout
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T1,...,Tm €C et A€ A, :
m m
f( > /\il'i> <Y Nif (@)
=il i=1
Preuve. Par récurrence. Laissée en exercice. O

Remarque 15. L’inégalité de convexité dans la Définition 33 est parfois appelée inégalité de
Jensen. Historiquement, le résultat démontré par Jensen était f (%ﬂ) < w On ren-
contre d’autres versions de I'inégalité de Jensen en probabilités et en théorie de la mesure et de
I'intégration. Typiquement, si f est une fonction convexe définie sur un convexe C' de R™ et X une
variable aléatoire a valeurs dans C telle que l'espérance E(X) existe, alors f(E(X)) < E(f(X)).
Un autre exemple est le suivant : si (X, M, u) est un espace probabilisé (ot p est une mesure
positive avec u(X) = 1), I un intervalle non vide de R, ¢ : I — R une fonction convexe et
f: X — I une fonction dans Ell“ alors

¢(/deu)g/x¢ofdu.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du Théoréme 20.

Corollaire 3. Soit f : R — R une fonction convexe. Pour toute combinaison convexe z =
S Aimg, avee A, >0, >0 A =1etzq,...,2, €ER”, 0na
f(z) < max f(z;).

i=1,...,m

Preuve. D’aprés 'inégalité de Jensen, on a

fa)=1 (Z /\1131') = ZAJ(%) = i:qlaxmf(xi) Z Ai = iir{laxmf(l’i).
i=1 i—1 P =1,..,

O
Le résultat suivant récapitule quelques opérations préservant la convexité de fonctions.
Théoréme 21. 1. Soit f une fonction convexe sur C' et a € RT. Alors af est convexe sur C.
2. Soient fi,..., fm des fonctions convexes sur C. Alors f =Y ", f; est convexe sur C.
3. Soient fi,..., fmn des fonctions convexes sur C. Alors f = max;—1 ., fi est convexe sur
C.

4. Soit f : C'— R une fonction convexe, A € R"*™ et b € R™. Alors la fonction g définie par
9(y) = f(Ay + b) est convexe sur

D={yeR™: Ay+beC}.
Preuve. 1. Immédiat.
2. Soient z,y € C et A € [0,1]. Comme les f; sont convexes, on a pour tout i =1,...,m :
fidz + (1= Ny) < Mfi(x) + (1 =) fu(y).

En sommant ces inégalités, on obtient :

> filda+ (1= Ny) < 3 (Mil@) + (1= NFiw) = 2D fila) + (1= 0D filw),

soit

fOz+ 1 =Ny) < Af(z)+ (1= N f(y),
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donc f est convexe.

3. Soient z,y € C et A€ [0,1]. On a:

JO@+(1-2y) = max fi(dz+(1-Ny) < max (AMil@) + (1= V)

i=1,...,m i=1,...,

Rappelons que si («;)7 et (8;)7 sont deux suites de réels, alors max;(a;+/5;) < max; o;+
max; 3;. Donc :

FO+(1=Ay) <A max fi(z)+(1=A) max fi(y) = Af(z) + (1= A)f ().

1= ?

4. Tout d’abord, remarquons que D est convexe (c¢’est I'image réciproque du convexe C par
une application affine). Soient yq,ys € D et définissons x; = Ay; + b pour ¢ = 1,2. Par
définition de D, on a x1,29 € C. Soit A € [0,1]. Par convexité de f, on a :

F(A(Ays +8) + (1= )(Ayz +b)) < Af(Ays +b) + (1= X f(Age +),
ce qui s’écrit aussi (par linéarité de application y — Ay) :
£ (AOw + (1= Vo) +5) < Aglan) + (1= Ng(ws),

c’est-a-dire
gy 4+ (1 = Ny2) < Ag(yr) + (1 = N)g(y2),

d’ou la convexité de g.

f= SUP;=12.3 i

fo f3

fi —7

\J

(a)

Figure 3.2: Convexité du la fonction sup de trois fonctions f1, fo, f3.

Exemple 10. Soit f(z) = % avec A € R™*" h € R",¢c € R"\ {0} et d € R. Alors f est

convexe sur D = {x : ¢’z + d > 0}. En effet, on remarque que f(z) = g(Az +b,cTx + d) avec
2

g(x,t) = @ qui est convexe sur {(7) € R™™!: y € R™,¢ > 0} puisque g(z,t) = >/, gi(, )

avec g;(x,t) = % qui est convexe sur R x R% (voir TD).
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Théoréeme 22. Soit f : C — R une fonction convexe et g : I C R — R une fonction convexe
croissante. Supposons que f(C) C I. Alors ¢(z) = g(f(x)) est convexe sur C.

Preuve. Soient z,y € C et A € [0,1]. On a

Az + (1= Ny) = g(f(Az + (1 = A)y)

< g(Af(z)+ (1 = XN)f(y)) par convexité de f et monotonie de g (3.1)
< Ag(f(z))+ (1 —N)g(f(y)) par convexité de g '
= A¢(@) + (1 = X)o(y).

O

Exemple 11. La fonction ¢(z) = eI’ est convexe sur R". En effet ¢(z) = g(f(z)) avec
f(x) = e® qui est croissante et f(z) = ||z[|?> qui est convexe. Plus généralement, pour toute
fonction convexe f, ef(*) est convexe.

Soient C' C R? et D C R* deux convexe et f : C' x D — R une fonction convexe. Le résultat suivant
montre la préservation de la convexité de f avec la minimisation partielle.

Théoreme 23. La fonction g(x) = inf,cp f(x,y) est convexe sur C.

Preuve. Soient x1,29 € C et ¢ > 0. 1l existe y1,y2 € D tel que f(z;,y;) < g(a;) +e,4=1,2.
Soit A € [0,1]. On a

g(Az1 + (1 = N)z2) yig]l;f(ml + (1= A)z2,y)

Oz + (1= Nag, Ayr + (1 = A)y2) (3.2)
M (@1, 91) + (1= N f(22,92)
Ag(z1) + (1 — N)g(xa) +e.

L’inégalité étant vraie pour tout € > 0, on obtient g(Az1 + (1 — A)z2) < Ag(z1) + (1 — A)g(z2).
Ce qui termine la preuve. O

On termine cette section par ce lemme qui nous sera utile par la suite.

Lemme 2. Une fonction f : C — R est convexe, avec C convexe, si et seulement si pour tout
z,y € Ceta>0tel que y+aly—z) € C on a

fly+aly—=z)) > fly) +a(f(y) — f(z)). (3.

w

)
Preuve. Soient z,y € C,t € (0,1] et considérons z = tz + (1 —t)y. Onaz = 1z — Lty =
z+ a(z —y) avec a = =L, Par (3.3)

f(@) = fy) + a(f(2) = F)),
Le, tf(z) > tf(z)+ (1 —t)(f(2) = f(y)), soit f(z) < tf(x)+ (1 —1)f(y), d’on la convexité de

f. Inversement, pour t = a/(1 + @) et z =y + a(y —x), on ay = (1 — t)z + tx, comme f est
convexe, on a par l'inégalité de Jensen

« 1

= mf(x) + ——f(2),

) <tF@) + (1 - () —

multipliant par o + 1 dans I'inégalité précédente, on obtient
(1+a)f(y) < af(@)+ f(2),

soit f(2) = fly+aly—=x)) > f(y) + a(f(y) — f(z)), qui n’est rien d’autre que (3.3) O
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Figure 3.3: Ilustration du Théoréme 24.

3.1 Caractérisations des fonctions convexes différentiables

3.1.1 Caractérisations du premier ordre
Théoréme 24. Soit f : C — R une fonction de classe C!. Alors f est convexe si et seulement si
f(@) = f(y) + (Vf(y),z —y) pour tout z,y € C. (3.4)

Preuve. Supposons que f est convexe et soient x #y € C et A € (0,1). On a par définition

fAz+ (1 =Ny) <Af(@)+ (1= A)f(y),

ce qui donne

fOz+ (1 —AA)y) —IW) <t~ fw).
Quand A — 0%, on obtient f'(y; z—y) < f(z)—f(y). Comme f est C1, f (y;z—y) = (Vf(y), =

y) et donc f(y)+{(Vf(y),z—y) < f(x). Supposons maintenant que f(x) > f(y)+(Vf(y),z >
pour tout z,y € C et montrons que f est convexe. Soient u,v € C et A € (0,1). Posons

w = A+ (1 — A)v et montrons que f(w) < Af(u)+ (1 —A)f(v). On a

u—w= 7(17/\)1)7111:)\71(11—10).

A A

En appliquant (3.4) pour u,w et ensuite v, w on obtient

f(w) +(Vf(w),u—w) < f(u), (3.5)
et
F(w) + (V)0 =) = Fw) = 725V f(w),u—w) < @),
soit
(1 =) f(w) = MV f(w),u —w) < (1=A)f(v). (3.6)
En multipliant (3.5) par A et sommant avec (3.6), on obtient le résultat. O

Remarque 16. Dans la littérature, I'inégalité (3.4) est souvent appelée the gradient inequality.
Elle affirme que les hyperplans tangents a une fonction convexe minorent la fonction.

Le résultat suivant est une caractérisation de la convexité en terme de la monotonie du gradient "
sens des opérateurs".
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Théoréme 25 (Monotonie du gradient). Soit f : C — R une fonction de classe C'. Alors f est
convexe si et seulement si

(Vf(x)—Vf(y),z—y) >0, pour tout z,y € C. (3.7)
Preuve. Supposons que f est convexe et soient x,y € C. Par (3.4) on a
(@) +(Vf(@),y —z) < f(y), et fy) +(VI(y),z—y) < f()

En sommant les deux inégalités on obtient que (Vf(z) — Vf(y),x —y) > 0. Inversement,
supposons que (3.7) est vérifiée et montrant que f est convexe. Définitions la fonction ¢ : ¢t €
(0,1) =» f(zx+t(y —z)). On a

1 !
F(y) = 6(1) = 6(0) + / o (Ht

= f(&) + / (V@ +ty —2))y — z)dt

1 (3.8)
— (@) + (VF(@),y— ) + / (V@ +ty — o)) — Vf(2),y — z)dt
1
— f@)+ (Vi@ y=2)+7 [ (V@ +ty =) = V@)a+Hy —) = o),
>0
soit f(y) > f(x) + (Vf(x),y — x), et par Théoréme 24 f est convexe. O

Quand la fonction est deux fois différentiable, alors la convexité de f est équivalente au fait que la
matrice Hessienne est semi-définie positive.

3.1.2 Caractérisations du second ordre

Théoréme 26. Soit f : C — R une fonction de classe C? avec C un ouvert convexe de R™ alors
f est convexe si et seulement si la Hessienne V2 f(z) est semi-définie positive, i.e.,

V2f(x) = 0 pour tout = € C. (3.9)

Preuve. Supposons que f est convexe de classe C? et soient z € C' et d € R”. Comme C' est
ouvert, il vient que z; := x 4+ td € C pour t < € avec € > 0 suffisamment petit. Comme f est
convexe, on a, par monotonie de V f

0 < t™UVf(ze) = Vf(@), 2 — 2) = (VS(2e) = Vf(z),d) = /O (Vf(2r),d,d)dr

En faisant tendre t — 0% on obtient que (V?f(x)d,d) > 0. Comme d est arbitraire, il s’en suit
que V2f(z) = 0 pour tout z € C. Maintenant, supposons que (3.9) est vérifiée, on a pour tout
z,y € C

10 =1+ i@+ [ ([ @100

7 (3.10)

> f(x) +(Vf(z),y —z),
ce qui implique par Théoréme 24 la convexité de f. O

Remarque 17. La condition (3.9) est liée & la notion de courbure. En effet, considérons la surface
Iy ={(x,y,2) € R?: z = f(z,y)} avec f de classe C%. La courbure de Gauss au point (z,y)
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est égale a
det(V2f(2,y))
A+ IV f (2, y)lI?)>
Le signe de det(V?f(z,y)) (et donc de ) donne une classification de la surface: elliptique,
parabolique ou hyperbolique.

3.2 Continuité et différentiabilité des fonctions convexes

On commence par un premier résultat quand C' = R"™.

Théoreme 27. Soit f : R™ — R une fonction convexe. Alors f est continue en tout point en
tout x € R™.

Preuve. Sans perte de généralité, on suppose que x = 0. Soit (zy)r > 0 telle que 2 — z* =0
quand k — co. On a, par convexité de f

flar) < (U= Nlzrl) £O) + Nzl f (@r/lzk])-

Comme (z1/||zk]|); € [—1,1] pour tout i = 1,...,n, il vient que zx/||lzx|| € [—1,1]", donc

K. 1l s’en suit que
limsup f(zx) < (1 — [[27])£(0) + [|lz"[| K = f(0).

k—o0

De méme, en remarquant que

llzk |l 1
f(0) < f=zi/|lzel) + mf

il .
< T4 Ja] (=)

on déduit que f(0) < liminfy_, f(zx), et par la suite klim f(z) = f(0). D’ou la continuité de
—00
fenO. O

Sur un convexe C' C R™, on peut obtenir un résultat similaire (meilleur méme) & Théoréme 27 pour
les point intérieurs & C. En effet, on peut démontrer qu'une fonction convexe est localement Lips-
chitzienne en tout « € int(C'). La raison de se restreindre aux points intérieurs est le comportement
d’une fonction convexe au bords qui peut créer des discontinuités. Pour illustrer ceci, considérons
la fonction f : [0,1] — R définie par f(0) = 1 et f(z) = 22 pour x € (0,1]. Cette fonction est
évidemment convexe (faites un dessin) mais n’est pas continue.

On a le résultat suivant.

Théoréeme 28. Soit f : C — R une fonction convexe définie sur un convexe C' de R" et soit
xo € int(C). Alors il existe L > 0 et £ > 0 tels que B(xg,e) C C et

|f(z) = f(zo)| < Lllz — zoll, Yz € B(xo,¢). (3.11)

Preuve. Soit g € int(C), il existe alors € > 0 tel que By (xg,¢) C C. On commence par montrer
que f est bornée supérieurement sur By, (zo, ). Comme By (g, €) est convexe et compact, avec

ext(Boo (20,€)) = {zi = xo + €b;, avec §; € {£1},i=1,2,...,2"},

on déduit par le théoréme de Krein-Milman que tout z € By (xg, ) s’écrit de la forme 212:1 AiZi
avec A € Agn. Donc par Corollaire 3 f(z) < K := max;=12, 2~ f(z;). Comme B(xzg,e) C
Boo(zg,€) on en déduit que f(z) < K pour tout = € B(xg,¢).

Soit & € B(wg,€) avec & # x9. On définit z = 29 + a~!(z — z0) avec a = ||z — zo||/e. On voit
que 0 < a <1let|z—axo| =e¢,ie., z € B(xg,e) et donc f(z) < K. Comme z = az+ (1 — a)xo,
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on a par convexité de f

f(x) < af(2) + (1 = a) f (o) = f(w0) + a(f(2) = f(20)) < f(zo) + (K — f(w0)),  (3.12)

ie., f(z) — f(zo) < L||z — ||, avec L = (K — f(x0))e~!. Pour finir la preuve, montrons que
f(z) — f(xo) > —L||z — x0]|. Définissons w = z¢ + (xg — x)a~! et remarquons que ||w — zo|| = ¢
et done f(w) < K. Comme x = x¢ + a(xg — w), on a par Lemme 2

f(z) = f(zo) + o — w)) = f(z0) + a(f(z0) — f(w))
> f(zo) — a(K — f(z0)),

ie., f(z) — f(zo) > —L|jJx — xo||. En conclusion, on obtient que (3.11) pour tout z € B(x,¢)
avec L = (K — f(z0))e~ L. O

(3.13)

Nous avons vu qu’en les points intérieurs & C, une fonction convexe f : C — R est localement
Lipschitzienne, i.e., vérifie (3.11). Maintenant, on montrera que les dérivées directionnelles de f en
tout point intérieur existent. Rappelons qu’étant donnés x € int(C) et 0 # d € R™, on dira que f est
différentiable en = dans la direction d si la limite

lim t71(f(z +td) — f(2)) := f'(2;d),

t—0+t
existe.

Théoreme 29. Soit f : C — R une fonction convexe définie sur un convexe C' C R” et soit
x € int(C). Alors f/(z;d) existe pour tout 0 # d € R™.

Preuve. Soit z € int(C), d€ R",0 < a < 1let e >0 tel que x +td € C pour tout 0 < ¢t <e. On
note h(t) := t~1(f(z + td) — f(x)). Comme at < tet x+td = (1 — a)z + a(z + td), on a par
Iinégalité de Jensen

flz+atd) < (1 —a)f(x) + af(x+td),

soit
h(t) =t (f(z +td) — f(2)) > ()t~ (f(z + tad) — f(x)) = h(at).

Ce qui prouve que h est décroissante. De méme, on montre que pour tout tg > tel que x—tod € C,
on a que h(t) > ty'(f(x) — f(z + tod)), i.e., h est bornée inférieurement. Par conséquence
lim+ h(t) existe, i.e., la dérivée directionnelle f'(z;d) existe. O
t—0

3.3 Sous-ensembles de niveau de fonctions convexes:

Définition 34. Soit f : S C R™ — R une fonction. Le sous-ensemble de f de niveau o € R est
I’ensembles
Lev(f,a) ={z € S: f(z) <a}.

On a le résultat suivant

Théoréeme 30. Soit f : C — R une fonction convexe et avec C' un ensemble convexe. Alors pour
tout @ € R, I'ensembles Lev(f, «) est convexe.

Preuve. Soient z,y € Lev(f,a) et A € [0,1] avec « € R. Comme f(z), f(y) < «, il vient par
convexité de f que

FOx+ (1= Ny) < Af(@) + 1 - Nf) < Aa+(1-Na=a.
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1.5 ¢

Figure 3.4: f(z) = /|z| comme exemple de fonction quasi-convexe.

Figure 3.5: Sous-ensembles de niveau de la fonction f(z,y) = 1/2(2? + 4y?).

Remarque 18. La réciproque dans le Théoréme-30 est fausse comme le montre la fonction f(x) =
\/m (voir Figure-3.4) qui n’est pas convexe mais dont tout les sous-ensembles de niveau sont
convexe. En effet, d'une part, pourt o < 0,Lev(f,a) = 0. D’autre part, pour @ > 0, on
Lev(f,a) = [-a?,a?] qui est convexe. Une telle fonction est dite quasi-convexe.

Définition 35. Soit C' C R un convexe. On dit qu’'une fonction f : C — R est quasi-convexe si
pour tout o € R, Pensemble Lev(f, ) est convexe. De méme, f est dite quasi-concave si — f
est quasi-convexe.

Exemple 12. 1. Evidemment, une fonction convexe est quasi-convexe.

2. L’application = € R™ — card(z) = {nombre des composantes non nuls de z} est quasi-

concave:
card(z + y) > min{card(z), card(y)}.

3. L’application M € R™*"™  rang(M) est quasi-concave sur S7:

rang(M + N) > min{rang(M),rang(N)}.

4. Un exemple important est celui des fonctions continue sur R. En effet, si f : R — R est
continue alors f est quasi-convexe ssi I'une des propriétés suivantes est vérifée
(a) f est croissante;
(b) f est décroissante;

(c) il existe z* € R tel que pour tout = < z* f est décroissante, et pour tout x > z* est
croissante (cf. Fig. 3.6).
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(a)

Figure 3.6: Exemple de fonction quasi-convexe sur R.

3.4 Fonctions a valeurs réelles étendues

Dans la pratique on peut étre amené a travailler et considérer des fonctions qui peuvent prendre des
valeurs infinies. En effet, considérons une fonction f : R — R = [—00, 00]. La définition de convexité
(33) reste valable pour de telles fonctions tenant compte des opération arithmétiques classiques

a+00=00+a=00
a—X0=—-00+a=—00
3.14
a-(—o0) =(—00) a=—-00 (8.14)

(

(
a-co=00-a=00 (0<a<o0),

(

a-0c0=00-a=-00 |

(

a-(—o0)=(—00)-a=00

ainsi qu’avec la régle "moins usuelle" 0- 00 = 0 - (—00) = 0. Néanmoins, on s’intéresse plutot a des
fonctions qui ne prennent pas la valeur —oo et dont le domaine est non vide.

Définition 36 (Domaine effectif). Soit f : R™ — [—o00, 0], le domaine (ou domaine effectif) de f

est définit par
dom(f) ={z eR": f(z) < c0}.

Exemple 13. Si C C R", l'indicatrice de C' au sens d’analyse convexe est définie par

0, sizeC,
do(z) = {

00 sinon,

alors dom(d¢) = C.

Définition 37. On dit que f : R™ — [—00, 00| est propre si —oo ¢ f(R™) et dom(f) # 0, i.e., il
existe zo € R™ tel que f(zp) < oo.

Une autre caractérisation géométrique des fonctions convexes est donnée par ’ensemble suivant.

Définition 38 (Epigraphe). Soit f : R™ — R U {oc}, on définit ’épigraphe de f par

epi(f) = {(f) eR™: () <t).

Clairement, si (“t’) € epi(f), alors z € dom(f). Contrairement aux sous-ensembles de niveaux, la

convexité de I’épigraphe est équivalente a celle de f.
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Théoréme 31 (et définition). f est convexe < epi(f) est convexe.

Exemple 14. 1. Si f(z) =aTz —a aveca € R",a €R. On a

o= () ew-((%) (=)

est un demi-espace donc convexe.

2. Si f(z) = 1/2||z||?, alors epi(f) est la région du l'espace au dessus de la parabole (cf.
Fig. 3.7).

3. Pour l'indicatrice d’un ensemble
epi(dg) = {(i) e R"!: 5o (x) < t} =C x RY,

qui est donc convexe si et seulement si C' est convexe.

epi(f)

Figure 3.7: L’¢pigraphe de %||z||%.
Le résultat suivant montre la préservation de la convexité du supremum de fonctions convexe et est
a comparer avec Théoréme 21.

Théoréme 32. Soient f; : R™ — RU {oo} des fonctions convexes avec i € I (la famille d’indices
I est quelconque). Alors la fonction f(x) = sup,c; fi(x) est convexe.

Preuve. Comme les f; sont convexes, les épigraphes epi(f;) sont aussi convexes pour tout i € I.

On conclue on remarquant que epi(f) = N;er epi(fi). O

Définition 39 (Fonction fermée). Une fonction f : R® — R est dite fermée si epi(f) est fermé.
Exemple 15. Revenons a I'exemple de la fonction indicatrice ¢ d’un sous-ensemble C' de R™.
Comme epi(dc) = C x RT, on a

S et fermée < C x R et fermé < C et fermé.

Définition 40 (Semi-continuité inférieure). Une fonction f : R® — R est dite semi-continue
inférieurement (sci) en x € R™ si

f(z) < liminf f(z,),

pour toute suite (z, ), telle que x,, — x quand n — co.
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Notation. On note par T'g(R") la classe de fonctions convexes, propres et semi-continuité inférieure-
ment & valeurs dans R U {oco}.

Le résultat suivant établit un lien entre la semi-continuité inférieure et la fermeture de son épigraphe
et sous-ensembles de niveaux.

Théoréme 33. Soit f: R® = R. On a

f est sci & f est fermée & Lev(f, ) est fermé Vo € R.

I Preuve. Exercice. O

3.5 Maxima de fonctions convexes

Avant de commencer le nouveau chapitre sur l'optimisation convexe; dans lequel on s’intéressera
essentiellement & la minimisation de fonctions convexes, on essayera de dégager quelques propriétés
des maximas de fonctions convexes sur un convexe.

Théoréeme 34. Soit f : C — R une fonction convexe non constante avec C' un convexe. Alors f
n’atteint pas son maximum & l'intérieur de C.

Preuve. Supposons qu'il existe z* € [(C) tel que f(z*) > f(x) pour tout # € C. Comme f
est non constante, il existe x, € C tel que f(z.) < f(z*). Comment z* est un point intérieur

a C, il existe ¢ > 0, suffisamment petit tel que z := z* + e(a* — z,) € C. En particulier
T* =T+ 1—;[_62, et par convexité de f

Ja*) < Tl +

en multipliant des deux cotés de I'inégalité pas 1 + € et en réarrangeant les termes on obtient
f@®) < f(@%) +e(f(z") — fz4)) < f(2),
~———
>0

cela contredit la maximalité de x*. O

En renforcant les hypothéses sur C, on obtient qu’au moins un des maxima de f est un point extrémal
de C.

Théoréme 35. Soit f : C' — R une fonction convexe continue avec C' un convexe compact. Alors
il existe au moins un maximum de f qui est un point extrémal de C.

Preuve. Soit * un point maximum de f (dont l’existence sera admise pour le moment et sera
traitée dans le chapitre suivant). Si 2* € ext(C) rien & démontrer. Sinon, par Krein-Milman,
écrivons © = Y.* Nz avec z; € ext(C),\; > 0 pour tout i = 1,...,met A € A,,. Par
I'inégalité de Jensen f(z*) < 37", A f(z;), et donc

DX (@) = f@) 20,
=1 >o

<0

il s’agit donc d’une somme positive ou nulle de quantités négatives ou nulles, et par conséquence
f(z;) = f(z*) pour tout i = 1,...,m, i.e., les points extrémaux 1, ..., x,, sont des maxima de
f O
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Exemple 16. Considérons la fonction f : x € C — 27 Az avec A € S et C = B (0,1). Comme
ext(C) = {£1}" (voir TD), on déduit qu'il existe un maximum de f sur C' qui appartient a
{£1}", i.e., toutes ses coordonnées sont soit —1 ou 1.

3.6 Inégalités et convexité

On présente ici, comme applications, quelques inégalités qui peuvent se démontrer grace a la convexité.

Proposition 9 (Inégalité arithmético-géométrique). Pour tous réels z1,...,z, > 0, on a

Plus généralement, pour tout A € A,

Proposition 10 (Inégalité de Young). Soient a,b > 0 et p,q > 1 avec % + % =1. Ona

aP b
ab < — + —.
p q

Le résultat suivant est une généralisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition 11 (Inégalité de Holder). Pour tous z,y € R™ et p,q > 1 avec % + % =1,ona

[z, o) < llzllpllyllq-

Proposition 12 (Inégalité de Minkowski). Soit p > 1. Alors pour tous z,y € R™, on a

1z +yllp < llzlls + [[yllp-
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3.7 Exercices

Exercice 16. Montrer que les fonctions suivantes sont convexes:

1. fi(z) = (a,z) + b, pour x € R", avec a € R” et b € R.
2. f2(2) = |lell, = € R™.

3. f3(z) = 2P, pour x € R* avec p > 1.

4. fa(x) = xln(z), pour z > 0.

5. fs(x) =e*®, x € Ret a € R

6. fo(x) = ,Inax z; avec v € R™.

=1,...,n

7. fr(z,y) = x—zavec( z,y) € R x R%.

Exercice 17. Soit f : R — R une fonction convexe et a < b deux réels.

1. Montrer que
b—=x r—a
b—a

f(b),Vz € [a,b].

2. Montrer que
flz) = fla)  fO) = Fla) _ f(b) = f(=)

T —a b—a b—x

, Vz € (a,b).

3. Supposons que f est différentiable. En utilisant ce qui précéde, montrer que

f() = f(a)

b—a

f'(a) < < f(b).

En déduire que si f est deux fois différentiable, on a f”(b) > 0 et f”(a) > 0.
Exercice 18. Montrer qu’une fonction f : R — R est convex si et seulement si
A=|z Y z | >0

pour tout x,y, z tels que z < y < z.

Exercice 19. Montrer qu'une fonction continue f : R™ — R est convexe ssi pour tout x,y € R™

1
/ Fl@+ty — 2))dt < w (3.15)
0
Exercice 20. Soient x1,...,x, > 0et A € A,,. Montrer que

n
Z AT > H?Zl:zr’\
1=1
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En déduire que

Montrer que F' est convexe.

Exercice 23. Soit f : R™ — R une fonction convexe bornée supérieurement. Montrer que f est
constante.
Exercice 24. Soit f: C — R avec C' C R convexe. Montrer que f est quasi-convexe ssi
fAz + (1= N)y) < max{f(z), f(y)}, Yo,y € C,A € [0,1].
Exercice 25. Soit C' C R™ un convexe et ¢ > 0. On rappelle qu’une fonction f : C' — R est dite

p—fortement convexe (ou fortement convexe de module p) si g(z) := f(z) — 4]/z[|? est convexe
sur C.

1. Montrer que f est yu—fortement convexe sur C' ssi

FO@+ (1= Ny) S Af(@) + (1= Nf) — SAA =Nz —yll?, Va,y € C et A€ [0,1]

2. Montrer si f est fortement convexe alors f est strictement convexe.

3. Supposons que f est C'. Montre que f est u—fortement convexe sur C' ssi
I
Fy) 2 f(z) +(Vf(2),y —2) + Sllz = ylI?, Va,y € C.

4. Supposons que f est C*. Montre que f est u—fortement convexe sur C' ssi
(Vf(x) = Vf(y),z —y) > plz -yl Va,y € C.
5. Supposons que f est C2. Montre que f est u—fortement convexe sur C' ssi
V2f(z) = pl, Vx € C.
6. Soit h = f 4+ g avec f fortement convexe et g convexe. Montrer que h est fortement
convexe.
7. Montrer que f(z) = W est strictement convexe mais pas fortement convexe.

8. Soit f(x) = 2T Ax+2bTx +c avec A € S*,b € R" et ¢ € R. Montrer que f est u-fortement
convexe ssi A € ST, . Dans ce cas le module de forte convexité est 1 = 2Ayin(A).
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Exercice 26. On rappelle qu’une application F' : R™ — R"™ est monotone si
(F(x) = F(y),z —y) 20, Va,y € R™.

Soit f : R™ — R une fonction convexe. Montrer que V f est monotone. Peut-on dire que toute
application monotone est le gradient d’une fonction convexe 7
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Chapitre 4.

Introduction a I’optimisation convexe

4.1 Conditions d’optimalité pour la minimisation sans con-
traintes

Dans cette section, nous introduisons quelques définitions pour pour étudier des problémes d’optimisation
de la forme

min f(z).

Commengons par introduire les notions de minimum/maximum global d’une fonction f définie sur
une partie S de R™.

4.1.1 Minimum/Maximum global

Définition 41 (Minimum/Maximum global). Soit f: S C R™ — R et * € S. Alors

1. z* est dit un minimum global de f sur S si f(z) > f(z*) pour tout xz € S.
2. x* est dit un minimum global strict de f sur S si f(z) > f(«*) pour tout a* # x € S.
3. x* est dit un maximum global de f sur S si f(x) < f(z*) pour tout z € S.

4. x* est dit un maximum global strict de f sur S si f(z) < f(«*) pour tout a* # x € S.

Définition 42. On note par argming f ensemble des minimas globaux de f sur S. De méme,
on note par argmaxg f I’ensemble des maximas globaux de f sur S.

Exemple 17. On considére f : (z,y) € R? — x+yet S = Bf(0,1) = {(z,y) : 2?2 +y* <1}. On
vérifie que maxg f = v/2 et que argmaxg f = {(%, %)} En effet, pour (z,y) € S, 'inégalité
de Cauchy-Schwarz donne

f@,y) = ((z,9), (1, 1) < (@)@ D2 < V2.

De méme, on a ming f = —v/2 et que argmaxg f = {(:/—%, \7—%)} On verra plus loin (ou l'année
prochaine :)) comment trouver résoudre ce type de problémes grace aux conditions KKT.

Définition 43. 1. x* est dit un minimum locale de f sur S sl existe e > 0 tel que f(x) > f(z*)
pour tout z € SN B(z*,¢).

2. z* est dit un minimum locale strict de f sur S §’il existe € > 0 tel que f(x) > f(z*) pour
tout z* # x € SN B(x*,¢).

3. x* est dit un maximum global de f sur S §'il existe € > 0 tel que f(z) < f(a*) pour tout
x € SN B(z*e).

4. x* est dit un maximum global strict de f sur S §'il existe € > 0 tel que f(x) < f(z*) pour
tout x* # x € SN B(z*,¢)
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4.1.2 Condition d’optimalité du premier ordre

On rappelle le résultat suivant, souvent connu sous la régle de Fermat (c.f Fig. 4.1).

J(e) =0

Figure 4.1: Tllustration de la régle de Fermat: la fonction f a un minimum (respectivement maximum)
local en z, (respectivement z*). La dérivée de f s’annule en ces deux points. Géométriquement, la
tangente de f en ces deux points est horizontale.

Proposition 13 (Régle de Fermat). Soit f : (a,0) € R — R une fonction différentiable. Si
x* € (a,b) est un minimum /maximum local de f alors f/(z*) = 0.

Preuve. Supposons que z* est un minimum local de f (le cas du maximum se démontre de
fagon analogue). Il existe § > 0 tel que pour tout h avec 0 < |h| < é et z* + h € (a,b) on a
f(a® +h) = f(z") > 0.

Comme f est différentiable en x*, on peut écrire pour h # 0 petit :

fl@ +h) = f(@) = (f'(=") +e(R)h,

avec €(h) — 0 quand 2 — 0. Pour h > 0 suffisamment petit, 'inégalité f(z* 4+ h) — f(z*) > 0
donne
f'@) +e(h) 20,

et pour h < 0 suffisamment petit (donc —h > 0 petit) U'inégalité f(z* + h) — f(z*) > 0 devient
F(*) + () < 0.

En faisant tendre h — 0 puis o — 07, on obtient f’(z*) > 0 et f'(z*) <0, d’ou f'(z*) =0. O

Le résultat suivant est une généralisation de la régle de Fermat.

Théoréme 36. Soit f : S — R une fonction définie sur un ensemble S C R™. Supposons que
x* € int(S) est un extremum local et que toutes les dérivées partielles de f en z* existent. Alors

Vf(x*)=0.

Preuve. On définit, pour ¢ € [1,n], la fonction de la variable réelle ¢(t) = f(z* + te;) (e; étant
le iéme vecteur de la base canonique de R™). On remarquera que ¢ est différentiable en 0 et
¢ (0) = 9,, f(x*). Comme z* est un extremum local de f, il vient que ¢ = 0 est un extremum
local de ¢, et par la suite ¢ (0) = 0. Il s’en suit que Oy, f(z*) = 0, pour tout ¢ € [1,n], ie.,
Vi(z*)=0. O

41



Bases d’analyse convexe et optimisation Chapitre 4

Le Théoréme 36 est donne une condition nécessaire d’optimalité, & savoir que le gradient d’une
fonction en les extrema locaux intérieurs au domaine de la fonction est nul. La réciproque est fausse.
Il existe des points (lesquelles ?) qui ne sont pas des extrema locaux et pourtant le gradient de la
fonction en ses points est nul. Cela motive la définition suivante.

Définition 44 (Point critique). Soit f : S — R une fonction définie sur un ensemble S C R”™.
Supposons que z* € int(S) et que f est différentiable au voisinage de z*. Alors z* est un point
stationnaire (ou critique) de f si V f(z*) = 0.

I Remarque 19. Le Théoréme 36 affirme que les extrema locaux sont des points critiques.

Exemple 18. Considérons f(z) = z3. On a que f’(z) = 322 et donc f’(0) = 0 pourtant 0 n’est
ni un minimum ni un maximum de f.

4.1.3 Conditions d’optimalité du second ordre

Théoréme 37 (Conditions nécessaires). Soit f : S — R une fonction définie sur un ouvert S C R™.
Supposons que f est deux fois contintiment différentiable sur S et soit * un point stationnaire
de f. Alors

1. Si 2* est un minimum local de f sur S alors V2 f(z*) = 0.

2. Si 2* est un maximum local de f sur S alors V2f(z*) < 0.
Preuve. Comme z* est un minimum local, on a V f(z*) = 0, et pour ¢ > 0 suffisamment petit
flz) = f@")+ %(VQf(x*)(m —2%), 2 — %) 4+ o(||z — z*||?) > f(z*), pour tout x € B(z*,¢).
Posons v = Hi%i:”, on obtient en divisant par ||z — 2*||? dans I'inégalité précédente
(V2 f(z*)v,v) + o(1) > 0.
En prenant la limite quand = tend vers z* on obtient que (V2 f(x*)v,v) > 0 pour tout v tel que

|lv]| = 1. Ainsi, V2 f(2*) est semi-définie positive. On conclut en applicant le méme raisonnement
a—f. O

Le résultat suivant donne une condition suffisante d’optimalité locale stricte.

Théoreme 38 (Condition suffisante). Soit f : S — R une fonction définie sur un ouvert S C R™.
Supposons que f est deux fois différentiable sur S et soit z* € int(S) un point stationnaire de
f. Alors

1. Si V2f(z*) = 0, alors z* est un minimum local strict de f sur S.

2. Si V2f(x*) < 0, alors z* est un maximum local strict de f sur S.
Preuve. Dune part, comme V2f(x*) = 0, sa plus petite valeur propre Anim > 0 et on a

V2f(x*) = Aminld. D’autre part, comme f est deux fois différentiable et V f(z*) = 0, on a
par 77

fl@) = fl=") + %sz(fv*)(x — %),z —a") +o(llz — 2™|*)
> f(=*) + %Ammllx = 2*|* + o[l — 2*[|*)

Comme o(r)/r — 0, il existe r* > 0 tel que pour tout 7 € (0,r*] on ait o(r) < $rAmin . Il sen
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suit que pour tout z € B(z*,7) on a |o([|lz — 2*[|?)| < $Aminllz — 2*||? et par la suite

4

fl@) (@ —a*), 2 —a") + o||lz — =*||)
Aminllz = 21 + ol — 2*[1%) (£2)

Aminllz — 2*||2 > f(z*).

Y2
kh
~—
8
*
S~—
+
PN NCR I GRE

Une preuve alternative est la suivante.

Preuve. Soit x* un point stationnaire tel que V2f(z*) = 0, comme f est de classe C?, sa
Hesseinne est continue, et il existe donc un boule B(z*,r) C S telle que V2 f(z) > 0 pour tout
x € B(z*,r). Par 77, il existe z, € [z,z*] tel que

£(&) = Fa*) + 5 (Vf ) o~ 7). 2 = 2°),

>0

donc f(z) > f(x*) pour tout x € B(z*,r),x # x*. Donc x* est un minimum local stricte de f
sur S. O

Les conditions d’optimalité que nous venons de présenter garantissent seulement ’optimalité locale
des points stationnaires, puisqu’elles reposent sur une information locale — & savoir les valeurs du
gradient et de la hessienne en un point donné. Le résultat suivant montre que, lorsque la hessienne
est semi-définie positive partout (¢a vous rappelle quelque chose ? :)), tout point stationnaire est en
réalité un minimum global.

Théoréme 39 (Condition d’optimalité globale). Soit f € C%(R") telle que V2 f(z) = 0 pour tout
x € R™. Si z* est un point stationnaire de f, alors z* est un minimum global de f.

Preuve. Soit € R™. D’apreés ?? il existe y,, € [z*, z] tel que

fl@) — fla*) = 5 (Pf ()@ — "), o "),

Puisque V2f(y,) = 0, il vient f(z) — f(z*) > 0, ce qui montre que f(x) > f(z*) pour tout
x € R™. Ainsi, z* est un minimum global de f. O

Avant de finir cette section, on introduit un autre type de points critiques évoqués par exemple dans
I’Exemple 18 et Fig. 4.2.

Définition 45 (Point selle). Soit f : S — R une fonction définie sur un ouvert S C R™, supposée
continiiment différentiable sur S. Un point stationnaire z* € S est appelé point selle de f sur S
s’il n’est ni un minimum local ni un maximum local de f sur S.

Théoréme 40 (Condition suffisante pour un point selle). Soit f : S — R une fonction définie sur
un ouvert S C R"™, supposée deux fois contintiment différentiable sur S. Soit * € S un point
stationnaire de f. Si la matrice Hessienne V2 f(2*) est indéfinie, alors 2* est un point selle de f
sur S.

Preuve. O

4.1.4 Reésultats d’existence

Jusqu’ici, nous avons défini les notions de minimum et de maximum comme s’ils existaient toujours.
Il est pourtant fondamental de savoir si un probléme du type

min f(z),
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Surface 3D de la fonction f Contours 2D de la fonction f
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Figure 4.2: Points critiques de la fonction f(z,y) = (2% + y? — 1)* + (y* — 1)%. Le point (0,0) est

un maximum local, les points (0,1) et (0, —1) sont des minimas locaux stricts et aussi des minimas
globaux tandis que (1,0) et (—1,0) sont des points-selles.

avec C' = R"™ ou une partie de R", admet effectivement une solution. Commengons par rappeler le
résultat classique suivant.

Théoréme 41 (Weirestrass). Soit f : S C R™ — R une fonction continue avec S un compact.
Alors f est bornée et atteint ses bornes, i.e., dx,.x* € S tels que

f(@*) = sup f(z) et f(z.) = inf f(2).

zeS

Quand 'ensemble S n’est pas compact, on requiert la coercitivité de f.
Définition 46 (Coercivité). Soit f : R™ — R une fonction continue. On dit que f est coercive si

o, §(@) = oo

Théoréeme 42. Soit f : R™ — R une fonction continue et coercive et S C R™ un fermé non vide.
Alors f admet un minimum global sur S.

Preuve. Soit xy € S. Par coercivité, il existe K > 0 tel qu'on ait f(z) > f(z¢) pour tout
lz]] > K. Si z* est un minimum global de f sur S, alors f(z*) < f(x¢) pour tout = € S et
en particulier pour tout € SN B(0, K). Comme S est un fermé non vide, S N B(0, K) est un
compact non vide et Théoréme 41 assure I’existence d’un minimum global de f sur SN B(0, K),
et donc sur S. O

En combinant la coercivité (Définition 46) et la semi-continuité inférieure (Définition 40) on peut
étendre le résultat de Weierstrass:

Théoréme 43 (Existence d'un minimum). Soit f : R™ —] — 0o, +00| une fonction propre, semi-
continue inférieurement et coercive. Alors f admet un minimiseur, c’est-a-dire qu’il existe
z* € R™ tel que

f(z*) = min f(a).

rER™

4.2 Optimisation convexe

4.2.1 Définitions et premiéres propriétés

Avant de finir ce chapitre, on va dégager quelques propriétés des problémes d’optimisation convexe
dans le sens suivant.
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Définition 47 (Probleme convexe). Le probléme d’optimisation

Imréig flx) (4.3)

est dit convexe si C' C R™ un convexe et f une fonction convexe sur C.

Généralement, on rencontre des problémes ou ’ensemble des contraintes C' combine & la fois des
contraintes d’égalité et des contraintes d’inégalité. En effet, dans de nombreux problémes
pratiques, on cherche a déterminer un minimiseur z* € R™ parmi tous les z € R™ vérifiant

gi(x)=0 et hj(x) <0,

o g; : R™ — R sont des fonctions affines, et h; : R" — R des fonctions convexes.

L’ensemble C, appelé ensemble des contraintes (ou ensemble des solutions admissibles),
s’écrit alors

C = ﬁ Lev(h;,0) N () g;'(0),

c’est-a-dire comme l'intersection de sous-ensembles convexes, et est donc lui-méme convexe.

Le résultat suivant affirme que pour les problémes convexes, un minimum local est en réalité un
minimum global.

Théoréeme 44. Soit f : C' — R une fonction convexe définie sur un convexe C. Soit z* € C est
un minimum local de f sur C. Alors z* est un minimum global de f sur C

Preuve. Soit * un minimum local de f sur C, il existe alors r > 0 tel que f(z*) < f(z) pour
tout y € C avec ||z* — z|| < r. Pour montre que f(z*) < f(y) pour tout y € C \ {z*}, on
considére un Z = (1 — t)z* + ty pour un certain ¢t € (0,1] de telle fagon que ||z — z*|| < r.
On peut prendre par exemple t = r/|z* — y||. Comme z* est minimum local, il sent suit, par
convexité de f

f(@®) < () = flty + (L= t)a7) <tf(y) + (1L =) f(«7),
soit tf(x*) < tf(y) et donc f(z*) < f(y). O

De méme on démontre que

Théoréme 45. Soit f : C — R une fonction strictement convexe définie sur un convexe C. Soit
x* € C est un minimum local de f sur C. Alors £* est un minimum global stricte de f sur C.

Notation. On note par argmin f(z) (des fois S) 'ensemble des minimiseurs de f, i.e., les solutions

zeC
de (4.3).

Théoréme 46. Soit f : C' — R une fonction convexe, alors S est convexe. Si de f est strictement
convexe, alors S contient au plus un élément.

Preuve. Si § = 0, rient & démontrer. Sinon, soient z,y € S et A € [0,1]. Alors
fAz+ 1 =Ny) <Af(@)+ QA=A f(y) =A"+ 1 -A)f = [~

Ce qui prouve la convexité. Maintenant, si f est strictement convexe et supposons qu’il existe
x,y € S avec x # y. Par convexité de C on a %:c + %y € C et par convexité de f:

£(52+ 3¥) < 5@ + 57@) = £

cela contredit le fait que f* est la valeur optimale. O
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Remarque 20. Pour la convexité de S, on peut remarquer que S = {z : f(z) < f*}NC =
Lev(f, f*) N C qui est convexe comme intersection de convexes.

4.2.2 Stationnarité

Nous avons introduit, dans la Définition 44, la notion de point critique (ou stationnaire) dans
le cas des problémes sans contraintes, c’est-a-dire les zéros du gradient. Nous avons vu que cette
condition constituait une condition nécessaire d’optimalité.

Nous allons maintenant étendre cette notion aux problémes avec contraintes du type

;réig ), (4.4)

ott f € CY(C) et C C R™ est un ensemble convexe fermé.

Définition 48 (Point stationnaire pour (4.4)). Soit f € C1(C) avec C C R" convexe fermé. On
dit qu’un point z* € C' est un point stationnaire du probléme (4.4) si

(Vf(x*),z—x*) >0, VaxeC.

Remarque 21. Lorsque C = R", la condition de stationnarité s’écrit simplement
(Vf(z*),z—2") >0, VreR"
En choisissant en particulier x = 2* — V f(z*), on obtient
~IVf(z")II* = 0,

ce qui impose V f(z*) = 0. Autrement dit, on retrouve la condition de stationnarité classique
du cas non contraint, introduite en Définition 44.

La notion de stationnarité introduite en Définition 48 constitue en fait une condition nécessaire
d’optimalité pour le probléme (4.4).

Théoréme 47 (Condition de stationnarité). Soit f € C1(C) avec C C R™ convexe fermé, et soit
z* € C' un minimum local du probléme (4.4). Alors z* est un point stationnaire de (4.4).

De plus, si f est convexe, alors z* est un point stationnaire de (4.4) si et seulement si z* est
une solution optimale du probléme.

I Preuve. Exercice. O

(a)

Figure 4.3: Projection orthogonale.
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4.3 Projection orthogonale

Soit C' C R™ un convexe fermé non vide.

Définition 49. L’opérateur de projection orthogonale sur C' est I'application Pg : R™” — C qui a
x € R™ associe
Po(z) = argmin |y — z|? (4.5)
yeC

On a le résultat

Théoréme 48 (Premier théoreme de la projection). Soit C' un ensemble convexe, fermé et non
vide. Alors le probléme (4.5) admet une unique solution.

Preuve. La fonction y — ||y — x||? est coercive, et comme C est fermé et non vide, le théoréme
Théoréme 42 garantit I'existence d’au moins une solution. De plus, la fonction y + |y — z||? est
strictement convexe, ce qui assure 'unicité du minimiseur d’aprés Théoréme 46. O

Gréce au Théoréme 47, on obtient la caractérisation géométrique suivante de la projection.

Théoréme 49 (Deuxiéme théoréme de la projection). Soit C' C R™ un ensemble convexe, fermé et
non vide, et soit z € R™. Alors z = Pc(z) si et seulement si

(x—2z,y—2) <0, VyeC.
Preuve. Soit z € R™. On sait que Po(z) est la solution du probléme convexe
. — - 2
min ¢(y) = lly — Il
Comme V¢(Po(x)) = 2(Po(z) — z), il résulte du Théoréme 47 que z = Po(z) si et seulement si
(Vé(Pc(z)), y — Pe(x)) 20, Vyed,

ce qui revient a écrire
(x —z,y—2) <0, VyeC.

O

Le Théoréme 49 affirme que, pour tout = € R™, 'angle entre 2 — Po(x) et y — Po(z), pour tout y € C,
est supérieur ou égal & 7/2. Cette propriété est illustrée sur la Fig. 4.3.

On termine ce chapitre avec le résultat suivant, qui rassemble quelques propriétés fondamentales du
projecteur orthogonal sur un convexe fermé.

Théoréeme 50. Soit C' C R™ un ensemble convexe fermé. Alors le projecteur orthogonal P est
1-cocoercif, c’est-a-dire que pour tout z,y € R",

(Po(x) — Po(y), « —y) 2 || Po(x) — Po(y)|*. (4.6)
En particulier, Po est une application 1-lipschitzienne :
[Po(z) = Pe(@)ll < llz—yl, Vz,yeR™
Preuve. Par le Théoréme 49, on a
(z— Pc(z), y— Po(z)) <0, Vyel.
En particulier, en prenant y = Px(y), on obtient

(x — Po(x), Pe(y) — Po(x)) <0.
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Figure 4.4: L’opérateur Po est non-expansive.

De méme,
(y — Pc(y), Po(z) — Po(y)) <0.

En sommant les deux inégalités, on obtient

(Pc(y) — Pc(z), = —y + Poly) — Po(z)) < 0.
En réarrangeant, cela donne

(Po(z) = Po(y), « —y) > ||Pe(z) - Pe(y)l?,

ce qui prouve la 1-cocoercivité. Pour établir la propriété de 1-Lipschitz continuité, le résultat
est évident si Po(xz) = Pe(y). Sinon, l'inégalité précédente et l'inégalité de Cauchy—Schwarz
donnent

1Pc(x) = PeW)l llz =yl = (Po(z) = Poly), © —y) > [[Po(z) — Pe()l.
En divisant des deux cotés par ||Pc(x) — Po(y)|| > 0, on obtient

IPo(z) = Pe()ll <llz—yl,  Va,y eR"
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4.4 Exercices

Exercice 27. Soit C' C R™ un compact non vide et f : C'— R une fonction continue. Montrer
qu’il existe z* € C tel que f(z*) = mingeco f(x).

Exercice 28. Soit f : R™ — R on rappelle que f est dite propre si —oo ¢ f(R") et dom(f) #

0. On dira que f est coercive si | lﬁm f(z) = +oo. Finalement, f est dite semi-continue
x||—o0

inférieurement (sci) ssi pour toute suite (x,, ), convergeant vers x on a f(x) < liminf, . f(xy,).

1. Montrer que f est coercive si et seulement si Lev(f, a) est borné pour tout o € R.

2. Supposons que f : R™ — (—o0, +00] est propre, semi-continue inférieurement et coercive.
Monter qu'’il existe * € R™ tel que f(z*) = mingecrn f(x).

3. Supposons que f est continue et coercive et soit S C R™ un fermé non vide. Montrer que
x* € S tel que f(z*) = minges f(z).

4. Montrer que f(z,y) = 2% + y? admet un minimum global sur C = {(x,y) e R? : x4y <

1)

Exercice 29. Trouver et déterminer la nature des points critique des fonctions f : R? — R,
d=2,3.

L. f(z,y) = 223 + 3y* + 32y — 24y.

2. flm,y)=flz,y) =2"+1° - 22— 4y.
3. f(@,y) = f(z,y) = 2° — ¢

4. f(z,y) = 2> +y3 — 3z — 3y.

5. f(x,y,2) = =322 +2y% + 222 + 2y + 1.

Exercice 30. Soit n > 2 et p : R™ — R la fonction polynomiale définie par

n—1
= (21,...,20) ER™ s p(@) == (1 +2,)° Y 2% + a2,

i=1
1. Montrer que Og~ est le seul point critique de p.

2. Montrer que Og~ est minimum local strict de p, mais qu’il n’est pas minimum global de p.

Exercice 31. Soit f(z) = T Az + 2bTx +cavec A € S*",b e R",c € R.

1. Montrer que xz* est un point stationnaire si et seulement si Ax* = —b.
2. Si A > 0, alors * est un minimum global si et seulement si A*z = —b.
3. Si A >0, alors 2* = —A~'b est un minium global strict de f.

4. Montre que f est coercive ssi A > 0.

5. Montrer que
£(z) >0, Vo € R" & (b‘i i) = 0.
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Exercice 32. Soit g : R™ — R convexe et différentiable sur R™, et h : R™ — R U {+0c0} convexe,
fini en au moins un point. On pose

f(x) :=(g+h)(x) =g(z) + h(x), zeR"
et on considére le probléme min,cgn f().
1. Montrer que T minimise f sur R" si et seulement si

(Vg(z),x — ) + h(x) — h(Z) > 0 pour tout x € R™. (E)

2. Vérifier que (E) est équivalente a

(Vg(x),x —z) + h(x) — h(Z) > 0 pour tout x € R™. (F)
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Chapitre 5.

Algorithmes d’optimisation

Zo

Descente de gradient
Minimisation de f(z) par itérations successives

Considérons un probléme de la forme
min f(x), P
wmin /() (P)
avec f : R™ — R. L’objectif est de construire une suite (z)x telle que f(zx) — f* := ming~ f quand
k — oo et, si possible, z — x* € argming. f dans un sens a préciser. Une fagon de générer une telle
suite est de considérer
Tpa1 = Tk + trdy,

ou di € R™ est un vecteur de R™ et ¢t > 0 est un pas de déplacement. Dans un premier temps, on
s’intéressera donc a (ty, dy).

5.1 Directions de descente

Définition 50. Soit f : R® — R une fonction de classe C'. On dit qu’un vecteur non nul d de
R™ est une direction de descente de f en z si

f(z;d) = Vf(z)Td < 0.

Il se trouve qu’en suivant des directions de descente avec un pas suffisamment petit, on arrive a
décroitre la fonction objectif. On a le résultat suivant :

Lemme 3. Soit f : R® — R une fonction de classe C! et d une direction de descente de f en
x € R™. Alors, il existe n > 0 tel que

flz+1td) < f(x),

pour tout ¢ € (0,7)].

Preuve. Soit € R™ et d une direction de descente en . On a f(x+td) = f(z)+t(Vf(x),d)+
o(t||d||). On sait que pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que Mt”tid”)‘ < € pour tout ¢ € (0,7).

En prenant e = —(V f(x),d) qui est strictement positif puisque d est une direction de descente
en x, on obtient que

o(tlldl})/t < lo(tlld[D]/t < =(Vf(z),d),
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I donc f(z +td) < f(z),Vt € (0,n]. O

D’une fagon générale, une méthode de descente s’écrit comme suit :

Méthode de descente

e Initialisation : On se donne un xy € R™.
e Pour k>0

— Choisir une direction de descente dy.
— Choisir un pas t;, tel que : f(zg + tpdg) < f(zk).

— Prendre x4 = x + tpdi.

Si un critére d’arrét est vérifié, renvoyer xpy1.

Remarque 22. e Le choix de la direction de descente donne lieu & des méthodes différentes
de descente (e.g., gradient, gradient conjugué, Newton, quasi-Newton etc).

o Il existe plusieurs critéres d’arrét ; le plus utilisé est ||V f(2x+1)|] < & pour une tolérance
€ > 0 donnée.

e Le procédé permettant de trouver le pas tp s’appelle recherche linéaire (line search en
anglais). L’appellation vient du fait que trouver un tel ¢; revient & minimiser la restriction
de f sur la ligne x + tdy, i.e., la fonction g(t) = f(xx + tdx). On discute ici quelques
choix populaires.

1. Pas constant : dans ce cas t; = t pour tout k. Bien que ce soit un choix simple, un
pas trop petit peut donner lieu & une convergence lente de ’algorithme tandis qu’avec
un pas trop grand on peut perdre la décroissance de la fonction objectif (cf. TP).

2. Recherche linéaire exacte : dans ce cas on cherche & minimiser exactement la
fonction g(t) définie ci-dessus. On choisit donc ¢, € argmingsq f(zy + tdy). Il se
trouve qu’en général, on ne peut pas trouver le minimiseur exact de g.

3. Rebroussement (ou Backtracking) : cette approche permet d’éviter une recherche
linéaire exacte en choisissant convenablement un pas assurant la décroissance de la
fonction objectif. L’approche requiert trois parameétres s > 0 et «, 8 € (0,1). Dans
un premier temps on prend t; = s et tant que

fxr) — f(og + tedr) < —atgV f(2x) " dg,

(i.e., f(zk4+1) > f(zk)) on met & jour t; par tixf. Dans ce cas, le pas choisi serait
tr = sB% ou iy est le plus petit entier tel que

fzr) = flzp + tedr) > —asB*V f(z)T dg. (5.1)

Comme dj, est une direction de descente de f en xy, I'inégalité (5.1) assure la décrois-
sance de la suite (f(zk))k.

Il S’avére que (5.1) est toujours vérifiée pour des pas tj suffisamment petits.

Lemme 4. Soit f : R® — R une fonction de classe C! et d une direction de descente de f en
x € R, et soit a € (0,1). Alors, il existe n > 0 tel que

—at(Vf(z),d) < f(z) - f(z+1td),

pour tout ¢ € (0,7).
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Preuve. Soit € R™ et d une direction de descente en z. On a f(z+td) = f(z) +t(V f(z),d)+
o(t||d||). Par définition :

Ve >0,dn>0:

w < eVt € (0,7).

En prenant e = —(a — 1){V f(z),d) qui est strictement positif puisque d est une direction de
descente en x, on obtient que

o(tlld[})/t < lo(tlld[])] /¢ < (e = 1){V f (), d),

soit

o(tdl) + &V f(z),d) < at{Vf(z),d)
donc —at(Vf(z),d) < f(z) — f(z +td),Vt € (0,7]. O

L’exemple suivant présente le cas d’une recherche linéaire exacte pour une fonction quadratique.

Exemple 19. On considére f(z) = 27 Az + 27z + c avec A € ST+ b€ R",c € R. Soit z € R"
et d € R™\ {0} une direction de descente de f en z. Effectuer une recherche linéaire exacte

revient & résoudre
rtn>151f(:v +td) = g(t).

On a ¢'(t) = ATV f(z + td) et comme Vf(x) = 2(Ax + b), on trouve que ¢'(t) = 2(d? Ad)t +
2dTV f(x). Donc

: d7V f(a)
t) = t=——7—+—— 5
gt)=0& saTAd > °
Comme g (t) = 2(d” Ad) > 0 alors le pas donné par la méthode de recherche linéaire exacte est
T
= *dzdzil(fi)'

5.2 Descente de gradient

Comme son nom lindique, le choix de la direction de descente dans la méthode du gradient est
dp = —Vf(xzx). Ce choix est bien une direction de descente au sens de la Définition 50. En effet,

pour Vf(zg) #0:
f(@rs =V (@) = =V @)V f(ar) = =V F(@)]* <0.

Au-dela du fait que d = —V f(xy) est une direction de descente, le vecteur unitaire d* = d/||d|| est
celui de la plus forte pente, i.e., il minimise la dérivée directionnelle f/(z; d) parmi tous les vecteurs
unitaires d. Plus formellement, on a le résultat suivant.

Proposition 14. Soit f € C*(R") et x € R" tel que V f(x) # 0. Alors une solution du probléme

f'(@;d), (5.2)

min
deRn: ||d||=1
est d* = =V f(z)/|Vf(2)].
Preuve. Le probléme (5.2) s’écrit aussi

d;ﬂ%ﬁ{i [(Vf(z),d),

et grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

(Vi(z),d) = ~[ldl[Vf(@)] = =V f(@)Il,
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donc —||V f(x)|| est une borne inférieure de la valeur optimale de (5.2). Cette valeur est atteinte
en particulier en d*. En effet
Vi)

f’(z;d*) =(Vf(), m> = —[[Vf(@)l,

d’ot le résultat. O

On présente ci-dessous les étapes de la méthode, avec comme critére d’arrét |V f(xp4+1)|| < e pour
une tolérance ¢ donnée.

Meéthode du gradient

e Initialisation : On se donne un xy € R™.
e Pour k>0

— Choisir un pas t; par recherche linéaire sur g(t) = f(xy — tV f(zr)).

— Prendre xpy1 =z — V[ (xk).

— Si ||V f(zrs1)]] < e, s'arréter et renvoyer Tpy.

5.3 Analyse de convergence
Avant de commencer notre analyse, rappelons qu’une fonction f : R™ — R est dans C’i’l(R”) si elle
est de classe C'! et que son gradient Vf : R® — R" est L-Lipschitz, i.e.,

IVf(x) =Vl <Ll —y| pour tout z,y € R™.

Exemple 20. o On vérifie facilement que f(z) = a”x 4+ b € Cy' (R™).

e Une fonction quadratique f(z) = 27 Az + 2672 +c avec A € S,,,b € R" et ¢ € R est
2||Al|-Lipschitz. En effet, comme V f(z) = 2Az + 2b on a

V(@) = V)l = 2/(Az + b) — (Ay +b)|| < 2[|A]l]|z — yl|

Si la fonction est C2, alors la régularité Lipschitz du gradient est équivalente au fait que la Hessienne

est bornée :

Théoréme 51. Soit f € C2(R"). Alors

feCP(RY) & ||[V2f(z)|| < L pour tout z € R™.
Le résultat suivant joue un réle important dans la suite.
Lemme 5 (Lemme de descente). Soit f € Ci’l(R"). Alors pour tout z,y € R”
T L 2
Fly) < f@) + VI(@) (y —2) + Sl —yl*
Preuve. Soient z,y € R™. Par le théoréme fondamental de ’analyse
1
£0) = $@) + [ (Vi +tly - 2))y - ),
0

donc

1
) — £&) = (Vi(@),y - 2) + / (Vi@ + 1ty — 2)) — V(2),y — 2)dt.
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Il s’ensuit que
1
£6) = £@) = (Vi@.y =) = | [ (V1o + iy =) - Vi@)y - )],
1
< [ s+ ty-2) - Vi@)y - alat,
° (5.3)
cs [ 195+ ty—o) - Vr@)lly ~ elet,
1
fecy [ Ly - alPdi=£llz — ol
< 0
O

T — %Vf(:c)x

Figure 5.1: La fonction quadratique h, majore f et la touche en x.

Fixons z € R" et considérons h,(y) = f(z) + Vf(2)T(y— z) + £ ||z — y||? qui est quadratique en y et
majore f : f(y) < hy(y) pour tout y € R™. De plus, le minimum de h, est atteint en 2* = z— 1V f(z)
(voir Fig. 5.1).

Comme conséquence du Lemme 5, on a
Lemme 6. Soit f € Cp''(R™). Alors pour tout = € R” et ¢ > 0

@)~ o -tvs@) 2t (1- F) 1@ (5.4

Preuve. On applique le Lemme de descente avec y = x — tV f(x) pour un & € R”. On a donc

2
fla =tV f(2) < fla) = tIVF(x)|* + %Ilvf(x)H?,

d’ou le résultat en réarrangeant.

O

Si nous optons pour une stratégie avec un pas constant, i.e., ty = t* € (0,2/L) pour tout k, on a
alors d’aprés le Lemme 6

o) = fonn) 2 ¢ (1= 50 ) IV @) P
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La fonction ¢ + ¢ (1 — &) sur (0,2/L) atteint un maximum en t* = 1/L. Pour ce choix on a

Tpp1 =z — YV f(z) et

Flar) = flara) = 57 IV @))%

- QL‘
Pour une recherche linéaire exacte, i.e., zx11 = xx — txV f(z1) avec

ty € argminf(xk — tVf(Q?k))a

>0

on remarque que f(xp — txVf(zr)) < f(a;k - %Vf(x;&) soit

Flaw) — Foin) > Foe) — f (o~ 2 F@0) > oo IV T

— 2L
Dans le cadre de backtracking, on cherche pour o € (0,1), un pas t; suffisamment petit tel que

flar) = f@re1) > at ]|V f (2]

Dans ce cas deux options se présentent : prendre ¢ = s oll s > 0 est la valeur initiale du pas, soit
prendre t; avec la méthode de backtracking comme décrit dans la Remarque 22, et dans ce cas, le
choix t/f ne serait pas admissible, i.e.,

f@) = 1 (= BV 1 @0)) < HIT @I (55)

En appliquant (5.4) avec © = xj et t = %“ on obtient

o) = f(on = 20 so0) 2 % (1 52 ) VA (5:5)

i

p
Les équations (5.5)—(5.6) impliquent que %’“ (1 — %—L) < % soit tg > u. Finalement, pour la
méthode de backtracking, on a

2(«

20 DPY 9w 2

Fz) — flan — taV f(z1)) > amin (s .

On récapitule cette discussion dans le résultat suivant :

Proposition 15. Soit f € C’}J’l(R”) et (zx)r la suite générée par la méthode du gradient pour
résoudre

min f(z),

zER™

avec pas constant, recherche linéaire exacte ou backtracking de paramétres s > 0,«, 8 € (0,1).
Alors

Flar) = flaeer) = MV £ @), (5.7)

avec
o et tant
-5 pas constant,

M = < 5 recherche linéaire exacte,
amin (s, W) backtracking.

On démontre maintenant que |V f(zx)|| — 0 quand k — oc.

Théoréme 52. Soit f € Ci’l(R") et (zp)r la suite générée par la méthode du gradient pour
résoudre

min f(z),
avec pas constant, recherche linéaire exacte ou backtracking de paramétres s > 0,«, 5 € (0,1).
Supposons que f est minorée, i.e., il existe ¢ € R tel que f(x) > ¢ pour tout z € R™. Alors
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1. La suite (f(x))r est décroissante, avec f(zxt1) < f(xg) sauf si |V f(z)|| = 0.

2. |V f(zk)|| = 0 quand k — oo.
Preuve. 1. On a grace a (5.7)

flar) = fzrs1) = M|V f(zi)]* 2 0, (5.8)

pour M > 0. Donc (f(zy)); est décroissante et f(xr) = f(xr11) ne peut avoir lieu que si
Vf(zg) =0.

2. Comme la suite (f(xg))r est décroissante et f minorée, alors elle est convergente, i.e.,
flag) — f(xgsr) W 0. Cela implique avec (5.8) que |V f(xg)|| — 0 quand k — oc.
—00

O

On termine cette section avec le résultat suivant permettant d’avoir des taux de convergence de la
norme du gradient.

Théoréme 53. Sous les mémes hypothéses, on a pour tout n > 0

min [Vl < | e

M(n+1)’ (5.9)

ou f* est la limite de la suite (f(zx))x et la constante M est donnée dans Proposition 15.
Preuve. En sommant de 0 & n dans I’inégalité (5.7), on obtient

n

f(xo) = f(®ng1) Z f(zrs1)) > MZ IV £ (i) |12

k=0 k=0

Par définition, f* < f(2,41), et par suite

flwo) = f* >MZ\|Vf:zk I = M min [[Vf (@) Zl

k=0 k=0
soit
Fleo) — F*> M(n+1) min_ V£
Finalement ming—q_._, ||V f(zk)| < %, comme voulu. O

Remarque 23. Onnote V[ = ming—o ., ||V f(zx)|, on vient de démontrer que V [ = O(1/+/n).
Au-dela du fait qu’il s’agisse d’un taux de convergence peu satisfaisant, le résultat ne donne au-
cune information sur les quantités f(xzx) — f* et |[zx — 2*||. Nous verrons plus tard que dans
le cas convexe, le taux démontré précédemment peut étre amélioré en O(1/n) et des taux de
convergence de la fonction objectif et des itérées (zy)x peuvent étre démontrés.

5.4 Meéthode de Newton

Avant de présenter la méthode de Newton comme une méthode de descente, rappelons la méthode
de Newton pour trouver les zéros d’une fonction réelle. Soit donc f : R — R, on cherche a résoudre
I'équation f(t) = 0. L’idée est de remplacer f par son approximation de premier ordre en un point
to, i.e., résoudre f(t) = f(to) + (t — to)f (to) = 0 au lieu de f(t) = 0. Si f (to) # 0, on obtient

t=tyg — ff ((tt‘))) Les itérations de Newton s’écrivent

Pkt = B ﬂé?)'
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Maintenant, soit g : R — R™. On s’intéresse au systéme g(z) = 0. De la méme maniére, en
approchant ¢ & l'ordre un autour d’un point xy € R”, i.e., g(zo) + Vg(xo)(z — z9) = 0. On obtient

g(x) :=g(zg) + Vg(xo)(x —20) =0 = 2 =20 — (Vg(xo))ilg(xo).

L’équation ci-dessus suppose évidemment que det (Vg(:vo)) # 0. De méme, on peut construire une

suite (zx )k qui approchera, a priori, le zéro de g, en définissant
-1
w1 = ok — (Volan))  glo). (5.10)

Maintenant, revenons & notre probléme d’optimisation

;Iel]iRI}L f(x). (5.11)

On s’intéresse ici au systéme V f(x) = 0. Rappelons que lorsque f est convexe, la condition V f(z*) =
0 est nécessaire et suffisante pour dire que z* minimise f. On applique (5.10) avec g = V f, pour
trouver

-1
Tyl = T — (VQf(l‘k)> Vf(xk) (5.12)
Ceci est une fagon de faire le lien entre Newton et Newton...

Une autre fagon de retrouver (5.12) est la suivante. Supposons que f est C? et que V2f(z) € Sty
pour tout z € R™. On cherchera donc & minimiser I’approximation d’ordre deux de f autour d’un
certain zop € R”, i.e., remplacer f par

f(x) = f(xo) + (x — 20) "V f(w0) + %(x — 20) "V f(z0)(z — 20) (5.13)

dans le probléme (5.11). Donc étant donnée une itérée xy, xp+1 est obtenue comme suit

ZTk41 = argmin {f(wk) + (z — xk)TVf(xk) + %(x - mk)Tvzf(xk)(w - xk)} (5.14)
zeR™

L’unique minimiseur de (5.14) est en fait 'unique point stationnaire, et on a
V(i) =0 e Vf(ar) + V(@) (@re1 — zx) = 0,

ce qui donne

v = o~ (V2f(0)) | V(). (5.15)

—1
La méthode de Newton est donc une méthode de descente avec comme direction dy, = — (VQf(xk)) Vf(zk)-

Méthode de Newton
e Initialisation : On se donne un zy € R™ et une tolérance € > 0.
e Pour k>0
— On calcule la direction de Newton dj comme solution du systéme linéaire

V2 f(zr)d = =V f(z).

— Prendre zp 1 =z + dg.

— Si||Vf(zrs1)] < e, s'arréter et renvoyer .

Il se trouve que sous certaines conditions de régularité sur la Hessienne, on peut obtenir autour de la
solution optimale un taux de convergence quadratique.
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Théoréme 54. Soit f € C%(R™) et supposons que :

1. il existe m > 0 tel que V2f(x) = ml, pour tout x € R",

2. il existe L > 0 tel que
IV2f(2) = V2 f()ll < Lllz — yl|
pour tout z,y € R™.
Alors z
I =2l < 5= flax — a2,

ou (zx)x est la suite générée par la méthode de Newton et 2* 'unique minimiseur de f sur R™.
De plus, si ||zg — z*|| < m/L, alors

k
om [1\?2
||xk—z*||g?<2> . k>0

Preuve. On a pour tout £ > 0

Tpy1 — =) — (sz (xk))_l Vf(xy) —z*
= — 2" + (V2f(ar)) " (Vf(@*) = Vf(ax)

= op— 2"+ (V2f (ar) /0 (V2 f (2 +t (2" — 2p))] (2 — 2) dt (5.16)
1
= (V2f (xk))_l/o [V2f (zk +t (2" — ax)) — V2 f(ar)] (2% — zp)dt.

Comme V2 f(z) = ml,, il vient que || (V*f (a:k))fl | < 1/m. En utilisant la Lipschitz-continuité
de la Hessienne, on obtient que

lonsa =2l < I (V2F @) | /01 [V2f (2 + (2" = 20)) = V2f ()] (o* — o)t

IN

1 /1
E/o IV2f (zp 4+t (z* — xx)) — V2f(xp)||||o* — zg||dt (5.17)

IN

1 [t . Lo
—/ Lt||z* — x4]|?dt = —||lz* — =4
m Jo 2m

On conclut par récurrence. O

5.5 Meéthode de gradient projeté

5.5.1 Cas général
On s’intéresse ici & des problémes du type

min f(z), (5.18)

ot C C R™ est un convexe fermé et f : C — R de classe C'. Il se trouve qu’on peut caractériser les
points stationnaires de (5.18) en termes de 'opérateur de projection orthogonale.

Théoréme 55. Soit f : C — R de classe C! ot C est un convexe fermé et s > 0. Alors x* est
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un point stationnaire de (5.18) si et seulement si
2" = Po(z* — sV f(x")). (5.19)

I Preuve. Laissée en exercice. ]

L’équation (5.19) affirme que z* est point fixe de 'application x — Po(xz — sV f(x)). Cela suggere
des algorithmes du type point fixe pour résoudre (5.19), et donc (5.18).

Meéthode du gradient projeté
On se donne une tolérance € > 0.

e Initialisation : On se donne un x4 € C.
e Pour k>0

— Choisir un pas t par recherche linéaire.
— Prendre xpy1 = Po(xgp — txV f(2k)).

— Si||zk — 41| < €, renvoyer zpyq.

On démontre un résultat similaire au Lemme 6.

Lemme 7. Soit f € Ci’l(R"). Alors pour tout x € R” et t > 0
tL 1 2
1) - fPo(e - V@) 2t (1- ) |- Pelo-tvs@)| . G20)

Preuve. 11 suffit ’appliquer le lemme de descente Lemme 5 avec y = Po(z —tV f(x)) et utiliser
le fait que
(x—tVf(z) —y,z—y) <0

O

Remarque 24. Quand C = R"™, la méthode du gradient projeté n’est rien d’autre que la méthode
de descente de gradient classique présentée en Section 5.2.

Notation. Par la suite, on note, pour M > 0

Gu(z) = M(m— P(;(a: - LVf(m)))

On note que pour C = R", Gp(x) = Vf(z). L'opérateur servira comme une mesure d’optimalité.
Avec cette notation, le Lemme 7 se réécrit

@) = fPeto =191 = ¢ (1- 5 ) 161

On peut démontrer sans difficultés un résultat similaire & la Proposition 15 et au Théoréme 52 pour
la méthode du gradient projeté ; on changera V f(z) par G ().

5.5.2 Cas convexe

On s’intéresse ici & des problémes du type

min f(z), (5.21)

ou C' C R™ est un convexe fermé et f € Ci’l(C) est convexe. Dans ce cas, on peut démontrer a la
fois la convergence de (f(xy))r vers f* ainsi que celle de la suite (xj ).
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Théoréme 56. Soit f € C;''(C) une fonction convexe avec C' un convexe fermé de R™. Soit (1, )x
la suite générée par la méthode du gradient projeté avec un pas t = t* € (0,1/L]. Supposons
que argming f # 0. Alors

1. Pour tout k > 0 et 2* € argmin, f

v o Nwo — 2|
Tg) — £ &Y=
flze) = < YT
2. x — z* € argmin, f lorsque k — oo.
Remarque 25. e Amélioration du taux de convergence : Dans le cas convexe, on ob-

tient un taux de convergence f(z) — f* = O(1/k) pour la fonction objectif, ce qui est
significativement meilleur que le taux ||V f(z1)| = O(1/Vk) obtenu dans le cas général
non-convexe (voir Théoréme 52). De plus, on obtient ici une information directe sur la
décroissance de la fonction objectif, et non seulement sur son gradient.

e Choix optimal du pas : Le pas optimal est t* = 1/L, qui maximise la vitesse de
convergence tout en garantissant la décroissance. Ce choix donne

L|jzo — *?

flzr) = < o

Notons que contrairement au cas non contraint ot on pouvait prendre t* € (0,2/L), ici la
contrainte t* < 1/L assure que la projection reste bien définie et que 1’algorithme converge.

e Convergence des itérées : Le point (2) du théoréme garantit la convergence de la suite
(zk)r elleméme vers un minimiseur, et pas seulement la convergence de (f(xy))x vers
f*. Ceci est une conséquence directe de la convexité de f et de la structure du probléme
contraint. Si argmin, f est un singleton, alors la convergence est vers I'unique minimiseur.
Sinon, la suite (zy), converge vers un élément de argming f, qui dépend du point initial
Xg.

e Comparaison avec le cas non contraint : Lorsque C' = R™, la méthode du gradient
projeté se réduit & la méthode du gradient classique, et on retrouve Gy (x) = Vf(z). Le
théoréme ci-dessus généralise donc les résultats de convergence de la Section 5.2 au cas
contraint, avec les mémes garanties de convergence sous '’hypothése de convexité.

e Dépendance en la condition initiale : La borne sur f(zx) — f* dépend de ||z — z*||?,
c’est-a-dire de la distance entre le point initial et un minimiseur. Cela signifie qu'un
bon choix de z( (proche d’un minimiseur) peut accélérer significativement la convergence.
En pratique, on ne connait évidemment pas x*, mais cette borne théorique donne une
estimation du nombre d’itérations nécessaires pour atteindre une précision donnée.

e Complexité algorithmique : Pour obtenir une solution e-optimale, i.e., f(zg) — f* < ¢,
il suffit de prendre

lwo — 21 _ Lllzo — *|1?
2t*e 2e '

Le nombre d’itérations nécessaires est donc linéaire en 1/¢, ce qui caractérise les méthodes
de gradient du premier ordre pour les fonctions convexes lisses.

k>
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5.6 Exercices

Exercice 33. On considére la fonction f(z,y) = (2 + yy?), avec v > 0. En appliquant
une descente de gradient avec recherche linéaire exacte partant de (zo,y0) = (v,1), trouver
Pexpression des itérations (zx,yx)-

Exercice 34. Soit A € 8. Montrer que Vz € R"™ \ {0} :

. A A\ 2
R
(Az,z) (A" z,z) < 1 ( N + )\1) ,

ot \; (resp. Ay) est la plus grande (resp. plus petite) valeur propre de A.

Exercice 35. On considére le probléme d’optimisation suivant :

min f(z), (P)

ou f(z) =3z Az +b'z+c, avec A€ ST (R),beR",c€R.

1. Justifier pourquoi (P) admet une unique solution, que l’on notera z*, qui est l'unique
solution de I'équation V f(z) = 0.

2. On se propose d’approcher z* en utilisant une descente de gradient a pas optimal, i.e.,
générer une suite (x)k>0 00 T41 = x — txV f(zk) avec

ty, = argmin, f(zr —tV f(zg)).

Montrer les propriétés suivantes :

() t = oy

(b) Vf(zry1) = V (k) — AV f(zg),

(¢) (Vf(zr+1), VF(zk)) =0,

(d) f@rer) = f* = (Flze) = f7) (1 - <AVf(wk),Vf(a‘v'kv){gz’i)luéf(m)Wf(m)))'

3. Soient A\; > Ay > ... > A, les valeurs propres de A rangées dans l'ordre décroissant. On
rappelle que le conditionnement de A est donné par ¢(A4) = A1 /A,. Montrer que:

(8) Slaw) — f* < (Flwo) — ) (S411)"

k
. xo)—f* c(A)—
(b) Jlow — ]| < /LT (48-1)"
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