
Bases d’analyse convexe et optimisation – TD 5 ENSIMAG-1A

Exercice 1. On considère la fonction f(x, y) = 1
2(x

2+γy2), avec γ > 0. En appliquant une
descente de gradient avec recherche linéaire exacte partant de (x0, y0) = (γ, 1), trouver
l’expression des itérations (xk, yk).

Exercice 2. Soit A ∈ Sn
++. Montrer que ∀x ∈ Rn \ {0} :

〈Ax, x〉〈A−1x, x〉 ≤ 󰀂x󰀂4
4

󰀓󰁵λ1

λn
+

󰁵
λn

λ1

󰀔2
,

où λ1 (resp. λn) est la plus grande (resp. plus petite) valeur propre de A.

Exercice 3. On considère le problème d’optimisation suivant :

min
x∈Rn

f(x), (P)

où f(x) = 1
2x

⊤Ax+ b⊤x+ c, avec A ∈ Sn
++(R), b ∈ Rn, c ∈ R.

(1) Justifier pourquoi (P) admet une unique solution, que l’on notera x∗, qui est l’unique
solution de l’équation ∇f(x) = 0.

(2) On se propose d’approcher x∗ en utilisant une descente de gradient à pas optimal,
i.e., générer une suite (xk)k≥0 où xk+1 = xk − tk∇f(xk) avec

tk = argmint f(xk − t∇f(xk)).

Montrer les propriétés suivantes :

(a) tk = 󰀂∇f(xk)󰀂2
〈A∇f(xk),∇f(xk)〉 ,

(b) ∇f(xk+1) = ∇f(xk)− tkA∇f(xk),

(c) 〈∇f(xk+1),∇f(xk)〉 = 0,

(d) f(xk+1)− f∗ = (f(xk)− f∗)
󰀓
1− 󰀂∇f(xk)󰀂4

〈A∇f(xk),∇f(xk)〉〈A−1∇f(xk),∇f(xk)〉

󰀔
.

(3) Soient λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn les valeurs propres de A rangées dans l’ordre décroissant.
On rappelle que le conditionnement de A est donné par c(A) = λ1/λn. Montrer que:

(a) f(xk)− f∗ ≤ (f(x0)− f∗)
󰀓
c(A)−1
c(A)+1

󰀔2k
.

(b) 󰀂xk − x∗󰀂 ≤
󰁴

2(f(x0)−f∗)
λn

󰀓
c(A)−1
c(A)+1

󰀔k
.
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