Bases d’analyse convexe et optimisation — TD 3’ ENSIMAG-1A

Exercice 1. Soit f : R — R une fonction convexe différentiable. On définit, pour x > 0

Fa)= /0 " Ft.

Montrer que F' est convexe.

Exercice 2. Soit f : R®™ — R une fonction convexe bornée supérieurement. Montrer que

f est constante.

Exercice 3. Soit f: C' = R avec C' C R convexe. Montrer que f est quasi-convexe ssi
fAz + (1= A)y) < max{f(z), f(y)}, Vz,y € C,A € [0,1].

Exercice 4. Soit C C R™ un convexe et y > 0. On rappelle qu’une fonction f : C — R est
dite p—fortement convexe (ou fortement convexe de module ) si g(z) := f(z) — &||z|?

est convexe sur C.

(1) Montrer que f est u—fortement convexe sur C' ssi

FO@+ (1= Ny) < Af(@)+ (1= Nf ) = SAA=Ne =yl Yo,y € C et A€ [0,1]

(2) Montrer si f est fortement convexe alors f est strictement convexe.

(3) Supposons que f est C'. Montre que f est u—fortement convexe sur C ssi
I
Fy) 2 f2) +{(Vf(2),y —2) + Sllz = ylI?, Vo,y € C.
(4) Supposons que f est C'. Montre que f est u—fortement convexe sur C ssi
(Vf(x)=Vfy),z—y) > plz—yl?, Yo,y € C.

(5) Supposons que f est C?. Montre que f est u—fortement convexe sur C ssi

V2f(z) = ul, Yz € C.

(6) Soit h = f + g avec f fortement convexe et g convexe. Montrer que h est fortement

convexe.
(7) Montrer que f(z) = /1 4+ ||z||? est strictement convexe mais pas fortement convexe.

(8) Soit f(z) = xT Az + 207z + c avec A € S",b € R et ¢ € R. Montrer que f est
p-fortement convexe ssi A € S¥,. Dans ce cas le module de forte convexité est
= 2Amin(A).



Bases d’analyse convexe et optimisation — TD 3’ ENSIMAG-1A

Exercice 5. On rappelle qu'une application F': R — R™ est monotone si
<F(ZL‘) _F(y)¢$ - y> > 07 Vﬂﬁay € R™.

Soit f : R™ — R une fonction convexe. Montrer que V f est monotone. Peut-on dire que

toute application monotone est le gradient d’une fonction convexe ?

Exercice 6. Montrer qu’une fonction f : C' — R est convexe, avec C' convexe, si et

seulement si pour tout z,y € C et « > 0 tel que y + a(y —z) € C on a

fly+aly—x) > fly) +a(f(y) - f(2)). (1)
Exercice 7. Soient A € R™*" b € R™ ¢ € R"\ {z} et d € R.Montrer que f(x) = %

est convexe sur C = {x : ¢!z +d > 0}.



