
Bases d’analyse convexe et optimisation – TD 3 ENSIMAG-1A

Exercice 1. Montrer que les fonctions suivantes sont convexes:

(1) f1(x) = 〈a, x〉+ b, pour x ∈ Rn, avec a ∈ Rn et b ∈ R.

(2) f2(x) = ‖x‖, x ∈ Rn.

(3) f3(x) = xp, pour x ∈ R+ avec p ≥ 1.

(4) f4(x) = x ln(x), pour x > 0.

(5) f5(x) = eαx, x ∈ R et α ∈ R.

(6) f6(x) = max
i=1,...,n

xi avec x ∈ Rn.

(7) f7(x, y) =
x2

y avec (x, y) ∈ R× R∗
+.

Exercice 2. Soit f : R → R une fonction convexe et a < b deux réels.

(1) Montrer que

f(x) ≤ b− x

b− a
f(a) +

x− a

b− a
f(b),∀x ∈ [a, b].

(2) Montrer que

f(x)− f(a)

x− a
≤ f(b)− f(a)

b− a
≤ f(b)− f(x)

b− x
, ∀x ∈ (a, b).

(3) Supposons que f est différentiable. En utilisant ce qui précède, montrer que

f ′(a) ≤ f(b)− f(a)

b− a
≤ f ′(b).

En déduire que si f est deux fois différentiable, on a f ′′(b)  ≥ 0 et f ′′(a) ≥ 0.

Exercice 3. Montrer qu’une fonction f : R → R est convex si et seulement si

∆ :=

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

x y z

f(x) f(y) f(z)

∣∣∣∣∣∣∣ ≥ 0

pour tout x, y, z tels que x < y < z.

Exercice 4. Montrer qu’une fonction continue f : Rn → R est convexe ssi pour tout
x, y ∈ Rn ∫ 1

0
f(x+ t(y − x))dt ≤ f(x) + f(y)

2
. (1)
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Exercice 5. Soient x1, . . . , xn ≥ 0 et λ ∈ ∆n. Montrer que
n∑

i=1

λixi ≥ Πn
i=1x

λi
i .

En déduire que
1

n

n∑
i=1

xi ≥ n
√
Πn

i=1xi.

Exercice 6. Soient a, b ≥ 0 et p, q > 1 avec 1
p + 1

q = 1. Montrer que

ab ≤ ap

p
+

bq

q
.
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