Bases d’analyse convexe et optimisation — TD 3 ENSIMAG-1A

Partie A — Caractérisation par la définition

Exercice 1. Montrer que les fonctions suivantes sont convexes:

(1) fi(z) =(a,x) +b, pour x € R", avec a € R" et b € R.
2) fa(@) = [lz], z € R™.

(3) fe(x) = max z; avec x € R™.

i=1,...,n

Exercice 2. Soit f: C' — R avec C C R" convexe. On rappelle que I’épigraphe de f est

I’ensemble
epi(f) i= {(z,t) € C x R f(x) <1}.

Montrer que f est convexe si et seulement si epi(f) est un sous-ensemble convexe de
R™ x R.

Exercice 3. Soit f : R®™ — R une fonction convexe bornée supérieurement. Montrer que

f est constante.

Exercice 4. Soit f: C' — R avec C' C R convexe. Montrer que f est quasi-convexe ssi
fAz + (1= A)y) < max{f(z), f(y)}, Vz,y € C,A € [0,1].

Exercice 5. Soit f : R — R une fonction convexe et a < b deux réels.

(1) Montrer que
b—x T —

fl@) < T fla) +

Zf(b),V:c € [a, b].

(2) Montrer que
f(x) = fla) _ f(b) = fla) _ f(b) = f(x)

T—a - b—a - b—=x

, Vo € (a,b).

Exercice 6. Montrer qu’une fonction f : R — R est convexe si et seulement si

pour tout x,y, z tels que x < y < z.

Exercice 7. Montrer qu'une fonction continue f : R™ — R est convexe ssi pour tout
z,y € R”

1
| sttty = apar < LI (1)
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Exercice 8. Montrer qu'une fonction f : C — R est convexe, avec C' convexe, si et

seulement si pour tout z,y € C et « > 0 tel que y + a(y —z) € C on a

fly+aly—=2) > fly) +alfly) — f(x)). (2)

Exercice 9. Soit f : C' — R convexe, avec C C R" convexe, et soit g : I — R convexe et

croissante sur un intervalle I contenant f(C). Montrer que g o f est convexe sur C.

Exercice 10. Soient z1,...,x, > 0 et A € A,. Montrer que
n
Z )\il’i > H?le’;‘i.
i=1
En déduire que
1 n
- > w > YT
i=1
Exercice 11. Soient a,b > 0 et p,q > 1 avec }D + % = 1. Montrer que

aP b
ab < — + —.
b q

Partie B — Caractérisations différentielles

Exercice 12. Montrer, en utilisant une caractérisation différentielle de la convexité, que

les fonctions suivantes sont convexes:

(1) f3(z) = 2P, pour z € RT avec p > 1.
(2) Ja(x) = xln(x)v pour x > 0.

(3) fs(z) =€, z €Ret a €R.

(4) fr(z,y) = %2 avec (z,y) € R x R%.

Exercice 13. Soit f : R — R une fonction convexe et a < b deux réels, et reprenons les
notations de ’exercice 5. Supposons que f est différentiable. En utilisant I’exercice 5,

montrer que

fia) < TOZIE) o iy,

En déduire que si f est deux fois différentiable, on a f”(a) > 0 et f”(b) > 0.

Exercice 14. Soit f : R — R une fonction convexe différentiable. On définit, pour z > 0

Fla) = % /0 " Fyt.

Montrer que F' est convexe.
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Exercice 15. Soit C' C R™ un convexe et u > 0. On rappelle qu'une fonction f: C — R
est dite y—fortement convexe (ou fortement convexe de module p) si g(z) := f(z)—4||z|?

est convexe sur C.

(1) Montrer que f est u—fortement convexe sur C' ssi

fO@+ (1= Ny) < Af(@)+ (1= NF) - SAA= Ve -yl Va,y € C et A€ [0,1]

(2) Montrer si f est fortement convexe alors f est strictement convexe.

(3) Supposons que f est C'. Montre que f est u—fortement convexe sur C ssi
) = f(@) + (Vf(2).y =) + Sl = yl%, Yoy € C.
(4) Supposons que f est C'. Montre que f est u—fortement convexe sur C ssi
(V@)= VI(y),x—y) > pllz—y|? Vo,yeC.

(5) Supposons que f est C?. Montre que f est u—fortement convexe sur C ssi
V2f(x) = pl, Vo € C.
6) Soit h = f + g avec f fortement convexe et g convexe. Montrer que h est fortement
g g
convexe.
(7) Montrer que f(z) = /1 + ||z||? est strictement convexe mais pas fortement convexe.

(8) Soit f(z) = 2T Az + 207z + c avec A € S",b € R® et ¢ € R. Montrer que f est
p-fortement convexe ssi A € S¥,. Dans ce cas le module de forte convexité est
= 2Amin(A).

Exercice 16. On rappelle qu’une application F': R™ — R"™ est monotone si
(F(z) — F(y),z —y) >0, Vz,y € R".

Soit f : R™ — R une fonction convexe. Montrer que V f est monotone. Peut-on dire que

toute application monotone est le gradient d’une fonction convexe ?

Exercice 17. Soient A € R™*" b € R™, ¢ € R" \ {0} et d € R. Montrer que f(x) =

2
”ff;fg est convexe sur C = {x : ¢z +d > 0}.
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