
Bases d’analyse convexe et optimisation – TD 1 ENSIMAG-1A

Exercice 1. Calculer ∇f (ou Jf si f est vectorielle) des fonctions suivantes:

(1) f : x ∈ Rn 7→ uTx.

(2) f : x ∈ Rn 7→ Ax+ b ∈ Rm avec A ∈ Rm×n, b ∈ Rm.

(3) f : x ∈ Rn 7→ 1
2(x

TAx) + bTx+ c, avec A ∈ Rn×n, b ∈ Rn et c ∈ R. Même question

pour A ∈ Sn.

(4) f : Rn 7→ ∥Ax− b∥22.

(5) f(x) = ∥x∥2.

(6) f(x) = log
(∑m

i=1 exp(a
T
i x+ bi)

)
, avec a1, · · · , am ∈ Rn, b1, · · · , bm ∈ R.

(7) f(X) = log det(X) avec X ∈ Sn
++.

Exercice 2. Soit f : R2 → R une fonction de classe C1 et g : R2 → R définie par

g(x, y) = f(x+ y, x2 + y2).

Exprimer les dérivées partielles de g en (1, 2) en fonction de celles de f .

Exercice 3. (1) Soit A ∈ Sn
++. Peut-on dire que les composantes de A sont positives ?

(2) Soit A ∈ Sn
+ (respectivement dans Sn

++). Montrer que les éléments diagonaux de A

sont positifs (respectivement strictement positifs).

(3) Soit A ∈ Sn
− (respectivement dans Sn

−−). Montrer que les éléments diagonaux de

A sont négatifs (respectivement strictement négatifs). Soit A ∈ Sn. Montrer que

si A possède des éléments diagonaux strictement négatifs et positifs, alors A est

non-définie.

Exercice 4. (1) Soient A,B ∈ Sn
+. Montrer que A+B ∈ Sn

+.

(2) Soit A ∈ Rn×k et posons B = AAT . Montrer que B ∈ Sn
+. Montrer que B ∈ Sn

++ si

et seulement si rg(A) = n.

(3) Soient A ∈ Sn et B ∈ Sm. Montrer que A ∈ Sn
+ et B ∈ Sm

+ si et seulement si(
A 0n×m

0m×n B

)
∈ Sn+m

+

Exercice 5. Soit M ∈ Sn
++. Montrer que ∥x∥M =

√
xTMx est une norme.

Exercice 6. Soit A ∈ Sn
++. On note λmin et λmax respectivement la plus petite et la plus

grande valeur propre de A.

(1) Montrer que pour tout x ∈ Rn, on: λmin∥x∥22 ≤ xTAx ≤ λmax∥x∥22.

(2) En déduire que pour tout α > 0, l’ensemble Cα = {x ∈ Rn | xTAx ≤ α} est borné.
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