Bases d’analyse convexe et optimisation

Chapitre 1.

Algorithmes d’optimisation

Zo

Descente de gradient
Minimisation de f(z) par itérations successives

Considérons un probléme de la forme
min f(x), P
wmin /() (P)
avec f : R™ — R. L’objectif est de construire une suite (z)x telle que f(zx) — f* := ming~ f quand
k — oo et, si possible, z — x* € argming. f dans un sens a préciser. Une fagon de générer une telle
suite est de considérer
Tpa1 = Tk + trdy,

ou di € R™ est un vecteur de R™ et ¢t > 0 est un pas de déplacement. Dans un premier temps, on
s’intéressera donc a (ty, dy).

1.1 Directions de descente

Définition 1. Soit f : R® — R une fonction de classe C'. On dit qu'un vecteur non nul d de R"
est une direction de descente de f en x si

f(z;d) = Vf(z)Td < 0.

Il se trouve qu’en suivant des directions de descente avec un pas suffisamment petit, on arrive a
décroitre la fonction objectif. On a le résultat suivant :

Lemme 1. Soit f : R® — R une fonction de classe C! et d une direction de descente de f en
x € R™. Alors, il existe n > 0 tel que

flz+1td) < f(x),

pour tout ¢ € (0,7)].

Preuve. Soit € R™ et d une direction de descente en . On a f(x+td) = f(z)+t(Vf(x),d)+
o(t||d||). On sait que pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que Mt”tid”)‘ < € pour tout ¢ € (0,7).

En prenant e = —(V f(x),d) qui est strictement positif puisque d est une direction de descente
en x, on obtient que

o(tlldl})/t < lo(tlld[D]/t < =(Vf(z),d),
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I donc f(z +td) < f(z),Vt € (0,n]. O

D’une fagon générale, une méthode de descente s’écrit comme suit :

Méthode de descente
e Initialisation : On se donne un xy € R™.
e Pour k>0

— Choisir une direction de descente dy.
— Choisir un pas t;, tel que : f(zg + tpdg) < f(zk).

— Prendre x4 = x + tpdi.

Si un critére d’arrét est vérifié, renvoyer xpy1.

Remarque 1. e Le choix de la direction de descente donne lieu & des méthodes différentes
de descente (e.g., gradient, gradient conjugué, Newton, quasi-Newton etc).

e Il existe plusieurs critéres d’arrét ; le plus utilisé est ||V f(2x+1)|] < & pour une tolérance
€ > 0 donnée.

e Le procédé permettant de trouver le pas tp s’appelle recherche linéaire (line search en
anglais). L’appellation vient du fait que trouver un tel ¢; revient & minimiser la restriction
de f sur la ligne x + tdy, i.e., la fonction g(t) = f(xx + tdx). On discute ici quelques
choix populaires.

1. Pas constant : dans ce cas t; = t pour tout k. Bien que ce soit un choix simple, un
pas trop petit peut donner lieu & une convergence lente de ’algorithme tandis qu’avec
un pas trop grand on peut perdre la décroissance de la fonction objectif (cf. TP).

2. Recherche linéaire exacte : dans ce cas on cherche & minimiser exactement la
fonction g(t) définie ci-dessus. On choisit donc ¢, € argmingsq f(zy + tdy). Il se
trouve qu’en général, on ne peut pas trouver le minimiseur exact de g.

3. Rebroussement (ou Backtracking) : cette approche permet d’éviter une recherche
linéaire exacte en choisissant convenablement un pas assurant la décroissance de la
fonction objectif. L’approche requiert trois parameétres s > 0 et «, 8 € (0,1). Dans
un premier temps on prend t; = s et tant que

fxr) — f(og + tedr) < —atgV f(2x) " dg,

(i.e., f(zk4+1) > f(zk)) on met & jour t; par tixf. Dans ce cas, le pas choisi serait
tr = sB% ou iy est le plus petit entier tel que

fzr) = flzp + tedr) > —asB*V f(z)T dg. (1.1)

Comme dj, est une direction de descente de f en xy, 'inégalité (1.1) assure la décrois-
sance de la suite (f(zk))k.

Il S’avére que (1.1) est toujours vérifiée pour des pas t suffisamment petits.

Lemme 2. Soit f : R® — R une fonction de classe C! et d une direction de descente de f en
x € R, et soit a € (0,1). Alors, il existe n > 0 tel que

—at(Vf(z),d) < f(z) - f(z+1td),

pour tout ¢ € (0,7).




Bases d’analyse convexe et optimisation Chapitre 1

Preuve. Soit € R™ et d une direction de descente en z. On a f(z+td) = f(z) +t(V f(z),d)+
o(t||d||). Par définition :

<e,Vte (0,n].

tl|d
VE>0,E|77>027|0( Ht D]

En prenant e = —(a — 1){V f(z),d) qui est strictement positif puisque d est une direction de
descente en x, on obtient que

o(tl[d]})/t < lo(tlld[})]/t < (a = 1){V f(z),d),
soit
o(tdl) + &V f(z),d) < at{Vf(z),d)
donc —at(Vf(z),d) < f(z) — f(z +td),Vt € (0,7]. O

L’exemple suivant présente le cas d’une recherche linéaire exacte pour une fonction quadratique.

Exemple 1. On considére f(z) = 2T Az + 2bTz + c avec A € S +,b € R?,c € R. Soit z € R" et
d € R™\ {0} une direction de descente de f en x. Effectuer une recherche linéaire exacte revient

A résoudre
Ig(r)lf(m +td) := g(¢).

On a ¢'(t) = ATV f(x + td) et comme Vf(z) = 2(Az + b), on trouve que ¢'(t) = 2(dT Ad)t +
2d”'V f(z). Donc

: dTV{(x)
t) = t=———"27 5.
g(t)=0& 5dT Ad 0
Comme g’ (t) = 2(d” Ad) > 0 alors le pas donné par la méthode de recherche linéaire exacte est
T
= *deZ];«(;)'

1.2 Descente de gradient

Comme son nom l’'indique, le choix de la direction de descente dans la méthode du gradient est
dp = —Vf(zk). Ce choix est bien une direction de descente au sens de la Définition 1. En effet, pour

Vf(ze) #0: /
f @ =Vf(e) = =V ()" V) = =V f(z)]? <0

Au-dela du fait que d = —V f(xy) est une direction de descente, le vecteur unitaire d* = d/||d|| est
celui de la plus forte pente, i.e., il minimise la dérivée directionnelle f/(z;d) parmi tous les vecteurs
unitaires d. Plus formellement, on a le résultat suivant.

Proposition 1. Soit f € C1(R") et € R™ tel que V f(x) # 0. Alors une solution du probléme

min  f'(z;d), (1.2)

deRn: ||d||=1
est d* = =V f(2)/[Vf(2)]
Preuve. Le probléme (1.2) s’écrit aussi

d:ﬁi”n: [(Vf(z),d),

et grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
(Vf(z),d) = —[d[[IVf(z)] = =lIVf()l,

donc —||V f(x)|| est une borne inférieure de la valeur optimale de (1.2). Cette valeur est atteinte
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en particulier en d*. En effet

f(@;d*) = (V(2), m> = Vi@,

d’ou le résultat. O

On présente ci-dessous les étapes de la méthode, avec comme critére d’arrét ||V f(xg41)|| < e pour
une tolérance £ donnée.

Meéthode du gradient

o Initialisation : On se donne un xy € R"™.
e Pour k>0

— Choisir un pas t par recherche linéaire sur g(t) = f(zx — tV f(xr)).

— Prendre xp41 = xp — 6V f(zr).

— Si||Vf(zp41)] < e, s'arréter et renvoyer 1.

1.3 Analyse de convergence

Avant de commencer notre analyse, rappelons qu’une fonction f : R™ — R est dans Cé’l(R”) si elle
est de classe C'! et que son gradient Vf : R® — R” est L-Lipschitz, i.e.,

IVf(z) =V )|l < Lllz -yl pour tout z,y € R".

Exemple 2. e On vérifie facilement que f(z) = a”z + b € Cy' (R™).

e Une fonction quadratique f(z) = 27 Az + 2b7x +c avec A € S,,,b € R" et ¢ € R est
2||Al|-Lipschitz. En effet, comme V f(z) = 2Az + 2b on a

IVf(z) = Vi)l = 2[|(Az +b) — (Ay + b)|| < 2|[All[|= — y]|

Si la fonction est C?, alors la régularité Lipschitz du gradient est équivalente au fait que la Hessienne
est bornée :

Théoréme 1. Soit f € C?(R"). Alors

feCP (R < ||[V2f(z)|| < L pour tout z € R™.
Le résultat suivant joue un réle important dans la suite.
Lemme 3 (Lemme de descente). Soit f € C}'' (R™). Alors pour tout z,y € R™
T L 2
Fly) < f@) + VI(@) (y —2) + S llz —yl*
Preuve. Soient x,y € R™. Par le théoréme fondamental de ’analyse

) = f@) + / (Vi@ + 1ty - ),y — 2)dt,

donc

1) - £(@) = (Vi(@),y—2) + / (V1@ +tly — 2)) — V(),y — 2)dt.




Bases d’analyse convexe et optimisation

Chapitre 1
Il s’ensuit que
1
£6) = £@) = (Vi@.y =) = | [ (V1o + iy =) - Vi@)y - )],
1
< [ s+ ty-2) - Vi@)y - alat,
° . (1.3)
cs [ 195+ ty—o) - Vr@)lly ~ elet,
1
fecy [ Ly - alPdi=£llz — ol
< 0
O

T — %Vf(:c)x

Figure 1.1: La fonction quadratique h, majore f et la touche en x.

Fixons z € R" et considérons h,(y) = f(z) + Vf(2)T(y— z) + £ ||z — y||? qui est quadratique en y et
majore f : f(y) < hy(y) pour tout y € R™. De plus, le minimum de h, est atteint en 2* = z— 1V f(z)
(voir Fig. 1.1).

Comme conséquence du Lemme 3, on a
Lemme 4. Soit f € Cp''(R™). Alors pour tout = € R” et ¢ > 0

@)~ o -tvs@) 2t (1- F) 1@ (1.4

Preuve. On applique le Lemme de descente avec y = x — tV f(x) pour un & € R”. On a donc

2
fla =tV f(2) < fla) = tIVF(x)|* + %Ilvf(x)H?,

d’ou le résultat en réarrangeant.

O

Si nous optons pour une stratégie avec un pas constant, i.e., ty = t* € (0,2/L) pour tout k, on a
alors d’aprés le Lemme 4

o) = fonn) 2 ¢ (1= 50 ) IV @) P
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La fonction ¢ + ¢ (1 — &) sur (0,2/L) atteint un maximum en t* = 1/L. Pour ce choix on a

Tpp1 =z — YV f(z) et

Faw) — Flane) 2 oV A

— 2L

Pour une recherche linéaire exacte, i.e., zx11 = xx — txV f(z1) avec

ty € argminf(xk — tVf(Q?k))a

>0

on remarque que f(xp — txVf(zr)) < f(a;k - %Vf(x;&) soit

Flaw) — Foin) > Foe) — f (o~ 2 F@0) > oo IV T

— 2L
Dans le cadre de backtracking, on cherche pour o € (0,1), un pas t; suffisamment petit tel que

flar) = f@re1) > at ]|V f (2]

Dans ce cas deux options se présentent : prendre ¢ = s oll s > 0 est la valeur initiale du pas, soit
prendre t; avec la méthode de backtracking comme décrit dans la Remarque 1, et dans ce cas, le
choix t/f ne serait pas admissible, i.e.,

f@) = 1 (= BV 1 @0)) < SHIT @I (15)

En appliquant (1.4) avec © = xj et t = %“ on obtient

o) = f(on = 20 so0) 2 % (1 52 ) VA (16)

<% soit ¢ > Ao l)ﬁ

i
p
Les équations (1.5)—(1.6) impliquent que %’“ (1 — %) . Finalement, pour la
méthode de backtracking, on a

2(«

20 DPY 9w 2

Fz) — flan — taV f(z1)) > amin (s .

On récapitule cette discussion dans le résultat suivant :

Proposition 2. Soit f € C’i’l(R") et (z)r la suite générée par la méthode du gradient pour
résoudre

min f(z),

zER™

avec pas constant, recherche linéaire exacte ou backtracking de paramétres s > 0,«, 8 € (0,1).
Alors

Flar) = flaeer) = MV £ @), (1.7)

avec
o et tant
-5 pas constant,

S
I

57 recherche linéaire exacte,
amin (s, W) backtracking.

On démontre maintenant que |V f(zx)|| — 0 quand k — oc.

Théoréme 2. Soit f € C;'(R™) et (z1)x la suite générée par la méthode du gradient pour
résoudre

min f(z),
avec pas constant, recherche linéaire exacte ou backtracking de paramétres s > 0,«, 5 € (0,1).
Supposons que f est minorée, i.e., il existe ¢ € R tel que f(x) > ¢ pour tout z € R™. Alors
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1. La suite (f(x))r est décroissante, avec f(zxt1) < f(xg) sauf si |V f(z)|| = 0.

2. |Vf(zr)|| = 0 quand k& — oo.
Preuve. 1. On a grace a (1.7)

flar) = fzrs1) = M|V f(zi)]* 2 0, (1.8)

pour M > 0. Donc (f(zy)); est décroissante et f(xr) = f(xr11) ne peut avoir lieu que si
Vf(zg) =0.

2. Comme la suite (f(xg))r est décroissante et f minorée, alors elle est convergente, i.e.,
flag) — f(xgsr) W 0. Cela implique avec (1.8) que |V f(xg)|| — 0 quand k — oc.
— 00

O

On termine cette section avec le résultat suivant permettant d’avoir des taux de convergence de la
norme du gradient.

Théoréme 3. Sous les mémes hypothéses, on a pour tout n > 0

flao) = f*

pin [V £zl < Mt

ou f* est la limite de la suite (f(zx))r et la constante M est donnée dans Proposition 2.
Preuve. En sommant de 0 & n dans I’inégalité (1.7), on obtient

n

f(xo) = f(®ng1) Z f(zrs1)) > MZ IV £ (i) |12

k=0 k=0

Par définition, f* < f(2,41), et par suite

flwo) = f* >MZ\|Vf:zk I = M min [[Vf (@) Zl

k=0 k=0
soit
Fleo) — F*> M(n+1) min_ V£
Finalement ming—q_._, ||V f(zk)| < %, comme voulu. O

Remarque 2. Onnote V f; = ming—g, ., ||V f(xx)], on vient de démontrer que V f: = O(1/4/n).
Au-dela du fait qu’il s’agisse d’un taux de convergence peu satisfaisant, le résultat ne donne
aucune information sur les quantités f(xg) — f* et ||xx — 2*||. Nous verrons plus tard que dans
le cas convexe, le taux démontré précédemment peut étre amélioré en O(1/n) et des taux de
convergence de la fonction objectif et des itérées (zy)x peuvent étre démontrés.

1.4 Méthode de Newton

Avant de présenter la méthode de Newton comme une méthode de descente, rappelons la méthode
de Newton pour trouver les zéros d’une fonction réelle. Soit donc f : R — R, on cherche a résoudre
I'équation f(t) = 0. L’idée est de remplacer f par son approximation de premier ordre en un point
to, i.e., résoudre f(t) = f(to) + (t — to)f (to) = 0 au lieu de f(t) = 0. Si f (to) # 0, on obtient
t=ty — f(to)

0" Les itérations de Newton s’écrivent

Pkt = B ﬂé?)'
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Maintenant, soit g : R — R™. On s’intéresse au systéme g(z) = 0. De la méme maniére, en
approchant ¢ & l'ordre un autour d’un point xy € R”, i.e., g(zo) + Vg(xo)(z — z9) = 0. On obtient

g(x) :=g(zg) + Vg(xo)(x —20) =0 = 2 =20 — (Vg(xo))ilg(xo).

L’équation ci-dessus suppose évidemment que det (Vg(:vo)) # 0. De méme, on peut construire une

suite (zx )k qui approchera, a priori, le zéro de g, en définissant
-1
Tht1 = T — (Vg(a:k)> g(zk). (1.10)

Maintenant, revenons & notre probléme d’optimisation

;Iel]iRI}L f(x). (1.11)

On s’intéresse ici au systéme V f(x) = 0. Rappelons que lorsque f est convexe, la condition V f(z*) =
0 est nécessaire et suffisante pour dire que z* minimise f. On applique (1.10) avec g = V f, pour
trouver

-1
Tyl = T — (VQf(l‘k)> Vf(xk) (1.12)
Ceci est une fagon de faire le lien entre Newton et Newton...

Une autre fagon de retrouver (1.12) est la suivante. Supposons que f est C? et que V2f(z) € Sty
pour tout z € R™. On cherchera donc & minimiser I’approximation d’ordre deux de f autour d’un
certain zop € R”, i.e., remplacer f par

f(x) = f(xo) + (x — 20) "V f(w0) + %(x — 20) "V f(z0)(z — 20) (1.13)

dans le probléme (1.11). Donc étant donnée une itérée xy, xp+1 est obtenue comme suit

ZTk41 = argmin {f(wk) + (z — xk)TVf(xk) + %(x - mk)Tvzf(xk)(w - xk)} (1.14)
zeR™

L’unique minimiseur de (1.14) est en fait 'unique point stationnaire, et on a
Vf(l‘k_H) =0« Vf(xk) + VQf(xk)(l‘k_H — J)k) = 07

ce qui donne )
v =ap — (V2f(en)) VF(), (1.15)

—1
La méthode de Newton est donc une méthode de descente avec comme direction dy, = — (VQf(xk)) Vf(zk)-

Méthode de Newton
e Initialisation : On se donne un zy € R™ et une tolérance € > 0.
e Pour k>0

— On calcule la direction de Newton dj comme solution du systéme linéaire
V2 f(z)dy, = =V f ().

— Prendre zp 1 =z + dg.

— Si||Vf(zrs1)] < e, s'arréter et renvoyer .

Il se trouve que sous certaines conditions de régularité sur la Hessienne, on peut obtenir autour de la
solution optimale un taux de convergence quadratique.
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Théoréme 4. Soit f € C?(R") et supposons que :

1. il existe m > 0 tel que V2f(x) = ml, pour tout x € R",

2. il existe L > 0 tel que
IV2f(2) = V2 f()ll < Lllz — yl|

pour tout z,y € R™.

Alors z
¥l < =2 k|2
k41 =27l < 5= llow — 2%

ou (zx)x est la suite générée par la méthode de Newton et 2* 'unique minimiseur de f sur R™.
De plus, si ||zg — z*|| < m/L, alors

k
om [1\?2
||xk—z*||g?<2> . k>0

Preuve. On a pour tout £ > 0

Tpyr — " =z — (V2F (2r)) " Vf(ag) —a*
= — 2" + (V2f(ar)) " (Vf(@*) = Vf(ax)

= op— 2"+ (V2f (ar) /0 [V2f (zk + t (2% — )] (% — ) dt (1.16)
1
= (V2f (xk))_l/o [V2f (zk +t (2" — ax)) — V2 f(ar)] (2% — zp)dt.

Comme V2 f(z) = ml,, il vient que || (V*f (a:k))fl | < 1/m. En utilisant la Lipschitz-continuité
de la Hessienne, on obtient que

lonsa =2l < I (V2F @) | /01 [V2f (2 + (2" = 20)) = V2f ()] (o* — o)t

IN

1 /1
E/o IV2f (zp 4+t (z* — xx)) — V2f(xp)||||o* — zg||dt (1.17)

IN

= / Lt|a* — zp|?dt = [z — k.
m Jo 2m

On conclut par récurrence. O

1.5 Meéthode de gradient projeté

1.5.1 Cas général

On s’intéresse ici & des problémes du type

min f(z), (1.18)

ot C C R™ est un convexe fermé et f : C — R de classe C'. Il se trouve qu’on peut caractériser les
points stationnaires de (1.18) en termes de 'opérateur de projection orthogonale.

Théoréme 5. Soit f : C — R de classe C* ol C est un convexe fermé et s > 0. Alors z* est un
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point stationnaire de (1.18) si et seulement si
2" = Po(z* — sV f(x")). (1.19)

I Preuve. Laissée en exercice. ]

L’équation (1.19) affirme que z* est point fixe de 'application x — Po(xz — sV f(x)). Cela suggere
des algorithmes du type point fixe pour résoudre (1.19), et donc (1.18).

Meéthode du gradient projeté
On se donne une tolérance € > 0.

e Initialisation : On se donne un x4 € C.
e Pour k>0

— Choisir un pas t par recherche linéaire.
— Prendre xpy1 = Po(xgp — txV f(2k)).

— Si||zk — 41| < €, renvoyer zpyq.

On démontre un résultat similaire au Lemme 4.

Lemme 5. Soit f € Ci’l(R"). Alors pour tout x € R” et t > 0
tL 1 2
1)~ fPo(e - V@) 2t (1- ) |30~ Pelo—tvs@| . a20)

Preuve. 11 suffit ’appliquer le lemme de descente Lemme 3 avec y = Po(z —tV f(x)) et utiliser
le fait que
(x—tVf(z) —y,z—y) <0

O

Remarque 3. Quand C = R"™, la méthode du gradient projeté n’est rien d’autre que la méthode
de descente de gradient classique présentée en Section 1.2.

Notation. Par la suite, on note, pour M > 0
1
Gu(z) = M(m — P(;(a: — MVf(x)))

On note que pour C = R", Gp(x) = Vf(z). L'opérateur servira comme une mesure d’optimalité.
Avec cette notation, le Lemme 5 se réécrit

@) = fPeto =191 = ¢ (1- 5 ) 161

On peut démontrer sans difficultés un résultat similaire & la Proposition 2 et au Théoréme 2 pour la
méthode du gradient projeté ; on changera V f(x) par G (z).

1.5.2 Cas convexe

On s’intéresse ici & des problémes du type

min f(z), (1.21)

ot C C R™ est un convexe fermé et f € Ci’l(C) est convexe. Dans ce cas, on peut démontrer a la
fois la convergence de (f(xg))r vers f* ainsi que celle de la suite (xy)g.

10
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Théoréme 6. Soit f € C;'(C) une fonction convexe avec C un convexe fermé de R™. Soit (1 )x
la suite générée par la méthode du gradient projeté avec un pas t = t* € (0,1/L]. Supposons
que argming f # 0. Alors

1. Pour tout k > 0 et 2* € argmin, f

xo — a*|?
o) — < Mo — 2"
flze) = < YT
2. x — z* € argmin, f lorsque k — oo.
Remarque 4. e Amélioration du taux de convergence : Dans le cas convexe, on ob-

tient un taux de convergence f(z) — f* = O(1/k) pour la fonction objectif, ce qui est
significativement meilleur que le taux ||V f(z1)| = O(1/Vk) obtenu dans le cas général
non-convexe (voir Théoréme 2). De plus, on obtient ici une information directe sur la
décroissance de la fonction objectif, et non seulement sur son gradient.

e Choix optimal du pas : Le pas optimal est t* = 1/L, qui maximise la vitesse de
convergence tout en garantissant la décroissance. Ce choix donne

L|jzo — *?

flzr) = < o

Notons que contrairement au cas non contraint ot on pouvait prendre t* € (0,2/L), ici la
contrainte t* < 1/L assure que la projection reste bien définie et que 1’algorithme converge.

e Convergence des itérées : Le point (2) du théoréme garantit la convergence de la suite
(zk)r elleméme vers un minimiseur, et pas seulement la convergence de (f(xy))x vers
f*. Ceci est une conséquence directe de la convexité de f et de la structure du probléme
contraint. Si argmin, f est un singleton, alors la convergence est vers I'unique minimiseur.
Sinon, la suite (zy), converge vers un élément de argming f, qui dépend du point initial
Xg.

e Comparaison avec le cas non contraint : Lorsque C' = R™, la méthode du gradient
projeté se réduit & la méthode du gradient classique, et on retrouve Gy (x) = Vf(z). Le
théoréme ci-dessus généralise donc les résultats de convergence de la Section 1.2 au cas
contraint, avec les mémes garanties de convergence sous '’hypothése de convexité.

e Dépendance en la condition initiale : La borne sur f(zx) — f* dépend de ||z — z*||?,
c’est-a-dire de la distance entre le point initial et un minimiseur. Cela signifie qu'un
bon choix de z( (proche d’un minimiseur) peut accélérer significativement la convergence.
En pratique, on ne connait évidemment pas x*, mais cette borne théorique donne une
estimation du nombre d’itérations nécessaires pour atteindre une précision donnée.

e Complexité algorithmique : Pour obtenir une solution e-optimale, i.e., f(zg) — f* < ¢,
il suffit de prendre

lwo — 21 _ Lllzo — *|1?
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Le nombre d’itérations nécessaires est donc linéaire en 1/¢, ce qui caractérise les méthodes
de gradient du premier ordre pour les fonctions convexes lisses.
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